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SVIESA ę KAUNAS e 1971 


PRATARMĖ 


Dabar visoms mokykloms, pradedant septintąja klase, 
rekomenduojami matematikos fakultatyviniai užsiėmimai. 
Devintai klasei siūlomos šios temos: 


1. Aibės ir operacijos su jomis 12 val. | 
2. Išvestinė 36 val. 
3. Natūriniai skaičiai ir matematinės induk- 

cijos metodas 12 val. 
4. Lygčių sprendimo skaitiniai metodai 12 val. 
5. Geometrinės transformacijos 12 val. 
6. Uždavinių sprendimas iš viso kurso 10 val. 


Fakultatyviniai užsiėmimai planuojami kiekvieną sa- 
vaitę po 2 valandas. Per visus mokslo metus jiems numa- 
toma 70 valandų. I ir II temą rekomenduojama išklausyti 
visiems IX klasės mokiniams — matematikos fakultatyvi- 
nio kurso klausytojams. III, IV ir V tema nagrinėjama 
pasirinktinai mokytojo nuožiūra (viena jų). Jai skiriama 
12 valandų. Paskutinės — VI temos uždavinius turi spręsti 
visi užsiėmimų dalyviai. 

Sioje knygoje pateikiama tokia matematikos fakultaty- 
vinio kurso medžiaga: 

1. Aibės ir operacijos su jomis. 

2. Matematinės indukcijos principas ir jo taikymas, 
sprendžiant uždavinius. 

3. Geometrinės transformacijos. 

Knygoje nenagrinėjama II fakultatyvinių užsiėmimų 
tema, nes šiuo klausimu yra pakankamai daug literatūros: 
a) J. Kočetkovas ir J. Kočetkova, „Algebra ir elementari- 
nės funkcijos“ (2 dalis); b) A. H. Mapkyuresnu, K. II. Cun- 
kopckHū, P. C. Uepkacos, „Anre6pa H 31eMeHTapHbIe byHK- 
uu“, 1968; c) A. H. Konmoropos, „Ọyukuun, rpabuKA, 
HerpepbIBHbIe yHKUHH“, „„MaTeMaTHKa. B IMKOJNe“, 1965, 
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No 6; d) A. B. 3enbnoBKu, „Bhicimasa MaTeMATHUKA AIA Hayn- 
HalOIlHX H eË npuJox<eHKa B bu3uke“, 1965; e) H. M. Mpu- 
BasoB, C. A. Tanbnepy, „OcHoBbl aHaJiu3a GeCKOHeUHbIX Ma- 
JIBIX“, 1966. 

(Pastarojoje knygoje pateikiami labai gerai parinkti 
pratimai, padedantys įsisavinti pagrindines sąvokas.) 

Šiame rinkinyje nėra specialiai parinktų uždavinių. Pir- 
moms dviem temoms daug pratimų yra spausdinamuose 
darbuose (apie aibes ir apie matematinės indukcijos meto- 
dą). Atitinkami uždaviniai spausdinami žurnale „Mare- 
MaTHKa B wkonre“ (uždavinių skyriuje). Taip pat galima 
pasinaudoti P. Modenovo, K. Sachno, N. Rozovo ir V. Po- 
tapovo, N. Vasiljevo ir A. Jegorovo (redaktorius A. Kol- 
mogorovas) uždavinynais ir kita pasiruošimui į aukštąsias 
mokyklas skirta literatūra. 


P. Siratilatovas 


AIBĖS IR OPERACIJOS SU JOMIS 


S. Suvorova, 
A. Seršeuskis 


Mokslo populiarinimo matematinėje literatūroje daug 
dėmesio skiriama begalinių aibių savybėms. Supažindinti 
mokinius su aibių ekvivalentiškumo sąvoka, aibės galia 
ir t.t. rekomenduoja ir matematikos fakultatyvinių užsi- 
ėmimų programa. Vienok elementaresnė aibių teorijoje da- 
lis, kurioje nėra aiškaus skirtumo tarp baigtinių ir begali- 
nių aibių. Tai visų pirma „aibių algebra“, kurioje nagri- 
nėjamos operacijų su aibėmis savybės. Kaip pamatysime, 
ji artimesnė mokyklinės algebros problematikai. 

Šiame straipsnyje pateikiami aibių teorijos pagrindi- 
niai apibrėžimai, terminologija bei simbolika, ir, remian- 
tis gerai žinoma mokykline medžiaga, parodoma, kur šios 
sąvokos gali būti pritaikomos. Aibių teorija leidžia pa- 
žvelgti į tokius svarbius mokyklinio matematikos kurso 
skyrius, kaip lygčių sprendimas; nelygybės ir kt., iš bend- 
resnių pozicijų ir padeda pašalinti klaidas, dažnai pasitai- 
kančias, nagrinėjant šias temas vidurinėje mokykloje. 

Šio straipsnio medžiagai skiriama 12 valandų. Dėstant 
ją pirmą kartą, aštuntą paragraią galima praleisti, nes 
toliau juo nebus remiamasi. Reikia atkreipti dėmesį į tai, 
kad vienuolikto paragrafo uždavinius galima spręsti, nag- 
rinėjant visą temos medžiagą. 


$ 1. Aibė, aibės elementas. Priklausomumas, poaibis, aibių 
lygybė 


Pirmiausia susipažistama su aibės sąvoka. 
Aibę laikysime viena pirminių, formaliai neapibrėžia- 
mų sąvokų. Pakanka pasakyti aibių pavyzdžių: mokinių 
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aibė klasėje, knygų aibė bibliotekoje, plokštumos taškų ai- 
bė, sveikų skaičių aibė, lygties x2—5x4+6=0 sprendinių 
aibė. 

Kurios nors vienodos prigimties daiktai, sudarantys 
aibę, vadinami jos elementais. Įvedami šie žymėjimai: 

1) A={a; b) —aibė A susideda iš elementų a ir b; 
2) a e A — elementas a priklauso aibei A. Pavyzdžiui, jei- 
gu racionalinių skaičių aibę pažymėsime raide R, tai fak- 
tas, jog skaičius 8 yra racionalinis, užrašomas šitaip: 


8 e R; 3) ae A— elementas a nepriklauso aibei A. Pa- 
vyzdžiui, žinoma, kad skaičius y3 yra iracionalinis, t. y. 


V 3ER. 

Kada galima laikyti, kad aibė yra duota? 

Čia pakaktų išvardyti visus aibės elementus. Tačiau tai 
galima tiktai tuo atveju, kai aibė turi baigtinį elementų 
skaičių (bet ir tai ne visada patogu, kai elementų skai- 
čius labai didelis). 

Aibę galima būtų taip pat nusakyti ir aprašant, t. y. 
nurodant būdingą požymį, leidžiantį bet kurio objekto at- 
žvilgiu vienareikšmiškai teigti, priklauso jis duotai aibei 
ar ne. 

Pavyzdžiui, vienaženklių pirminių skaičių aibės ele- 
mentus nesunku išvardyti: A = (2; 3; 5; 7). O užrašyti visų 
lyginių keturženklių skaičių aibės elementus nors ir gali- 
ma, bet labai sunku. Aibė visų skaičių, kurie dalijasi iš 
šešių, yra begalinė, ir negalima surašyti visų jos elementų; 
ji susideda iš 6 pavidalo skaičių; k — bet koks sveikas 
skaičius. 

Visų pirminių skaičių aibė nustatoma pagal šį būdingą 
požymį: šiai aibei priklauso tie ir tiktai tie skaičiai, kurie 
turi du daliklius — patį save ir vienetą. 

Tačiau kuri nors būdinga savybė dar nerodo, kad yra 
objektų, turinčių šią savybę, t. y. gali pasitaikyti, kad aibė 
neturės nė vieno elemento, pasižyminčio šia savybe. Tokia 
aibė vadinama tuščia ir žymima simboliu Ø. Pavyzdžiui, 
jeigu visi IX a klasės mokiniai yra iš visų dalykų pažan- 
gūs, tai, susumuojant metinius pažangumo rezultatus, 
klasės žurnalo grafoje „nepažangių mokinių skaičius“ ra- 
šomas skaičius 0, o šios klasės nepažangių mokinių aibė 
bus tuščia. Pavyzdžiui, tuščia aibė yra skaičių, kurie da- 
lijasi iš 2 ir 3, bet nesidalija iš 6. 
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Sakoma, kad aibė A yra aibės B poaibis (A yra aibėje 
B), jeigu kiekvienas aibės A elementas priklauso aibei B, 
ir žymimas taip: A&B. Pavyzdžiui, sveikųjų skaičių ai- 
bė Z yra racionalinių skaičių aibės R poaibis, t.y. ZÆ&R 
Jeigu ASC ir BSA, tai abi aibės paprasčiausiai sutam- 
pa, t.y. susideda iš tų pačių elementų. Aibių lygybė arba 
sutapimas žymimas taip: A=B. Kad kuris nors elementas 
priklausytų aibei A, šiuo atveju būtina ir pakankama, kad 
jis priklausytų aibei B. Pavyzdžiui, visas knygas, kurias 
turi Jonaitis, turi ir Petraitis. Vienok šito dar nepakanka, 
kad būtų galima tvirtinti, jog jų namų bibliotekos visiškai 
vienodos. Bet jeigu dar žinoma, kad visos knygos, kurias 
turi Petraitis, yra ir Jonaičio bibliotekoje, tai iš to būtinai 
išplaukia, kad jų bibliotekos vienodos. 

Iš aibių lygybės apibrėžimo aišku, kad svarbu ne aibės 
elementų išdėstymo tvarka, o tik aibės sudėtis. Pavyzdžiui, 
aibės A={2; 3; 5), B= (3; 2; 5), C= (5; 3; 2) tarpusa- 
vyje lygios, t. y. jos yra viena ir ta pati aibė. 

Jeigu kiekvienas netuščios aibės A elementas priklauso 
aibei B, bet jei nors vienas aibės B elementas nepriklauso 
aibei A, tai aibė A vadinama aibės B tiesioginiu poaibiu ir 
užrašoma taip: ACB (palyginkite su griežtos ir negriež- 
tos nelygybės žymėjimu). 

Taigi iš fakto ACB aišku, kad A&B, bet iš to, kad 
ASB, gaunama viena iš dviejų priklausomybių: ACB 
arba A=B. 


1 brėž. 2 brėž. 


Kadangi įvedėme tuščios aibės, t. y. aibės, neturinčios 
nė vieno elemento, sąvoką, tai laikysime, kad visos tuščios 
aibės tarpusavyje lygios ir kad kiekviena tuščia aibė yra 
bet kurios kitos netuščios arba tuščios aibės poaibis. 
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Siame paragrafe įvestas sąvokas ir priklausomybes 
vaizduoja vadinamieji Oilerio skrituliai. Aibę vaizduoja ku- 
ris nors skritulys, o jos elementus — šio skritulio taškai. 
1 brėžinyje parodytas toks faktas: BCA. 

Baigiant šį paragraią, reikia pažymėti, kad kurios nors 
sąvokos išskyrimas iš bendresnės, nurodant papildomus po- 
žymius, yra iš esmės duotosios aibės kurio nors poaibic 
nagrinėjimas. 

Pavyzdžiui, reikalaudami, kad dvi trikampio kraštinės 
būtų lygios, iš visų trikampių aibės A išskiriame lygiašo- 
nių trikampių poaibį B, o reikalaudami, kad pagrindo ir 
šoninės kraštinės būtų lygios, iš lygiašonių trikampių ai- 
bės B išskiriame lygiakraščių trikampių poaibį C. 2 brė- 
žinyje pavaizduotos priklausomybės tarp aibių A, B ir C. 


§ 2. Skaičių aibės; tiesės taškų aibės, nustatomos algebri- 
nėmis lygtimis ir nelygybėmis su vienu nežinomuoju 


Siame paragrafe nagrinėsime konkrečius aibių, gauna- 
mų sprendžiant lygtis ir nelygybės su vienu nežinomuoju, 
pavyzdžius; taigi kalbėsime apie visų realiųjų skaičių ai- 
bės įvairius poaibius. Geometriškai interpretuojant, tai ati- 
tiks įvairias skaičių ašies taškų aibes. 

Sprendžiant tiesines ax4+b=0 tipo lygtis, galimi trys 
atvejai: 1) lygtis turi vienintelį sprendinį; 2) neturi spren- 
dinių; 3) lygtis yra tapatybė. Pavyzdžiui, lygtį 2x+4=0 
tenkina skaičius x=—2, lygtis 2(x—1) =2x4+2 neturi 
sprendinių, o lygties 2(x—1) =2x+—2 šaknis yra bet koks 
skaičius. Pastaruoju atveju sakoma, kad šios lygties spren- 
dinių aibė yra visa skaičių ašis. 

Išnagrinėkime lygtį x2—5x4+6=0. 

Ji turi dvi šaknis: x,=2 ir x2=3. Sakome, kad duotos 
lygties šaknų aibė susideda iš skaičių 2 ir 3 (galima sa- 
kyti — iš dviejų elementų: 2 ir 3). Ši aibė žymima šitaip: 
(2; 3). Analogiškai lygties (x— 1) (x—2)2(x43)*=0 spren- 
dinių aibė susideda iš trijų skaičių arba iš trijų elementų: 
(1; 2; —3). 

Išnagrinėkime lygtį x24+1=0. Ji neturi šaknų. Kad ga- 
lėtume visada kalbėti apie algebrinės lygties sprendinių 
aibę, panaudokime anksčiau įvestą vadinamąją tuščią aibę, 
kuri neturi nė vieno elemento (šiuo atveju — nė vieno skai- 
čiaus). Taigi lygties x241=0 sprendinių aibė yra tuščia. 
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Lygtį x=|x| tenkina visi neneigiami skaičiai; ši aibė 
geometriškai vaizduojama pustiese. Sakoma, kad tai „už- 
dara pustiesė“, nes taškas su abscise 0 priklauso duotos 
lygties sprendinių aibei. 


Pratimai 


1. Kokia kiekvienos lygčių x2—1=0; x?—2x4+1=0; 
x?+x4+1=0; |*)+-x=0 sprendinių aibė? Kiekvieną atvejį 
pavaizduokite geometriškai. 

2. Pasakykite pavyzdžius lygčių, kurių sprendinių aibė 
yra atitinkamai tuščia, turi vieną, du arba tris elementus. 


Galima kalbėti ir apie nelygybės sprendinių aibę. Pa- 
vyzdžiui, duota nelygybė 2x44>0. Jos sprendinys yra bet 
koks skaičius, didesnis už —2 (x> —2). Ši sprendinių ai- 
bė vaizduojama atvira (neuždara) pustiese. Nelygybės 
X+5<x—5 sprendinių aibė yra tuščia. 

Nelygybę x+5>x+3 tenkina visi skaičiai. Geometriš- 
kai ši aibė vaizduojaina visa skaičių tiese. Dvigubos nely- 
gybės (iš esmės sistemos) 0<2x—4<8 sprendinių aibę 
sudaro visi skaičiai, didesni už 2, bet mažesni už 6 
(2<x<6). Pažymėkime, kad visų skaičių x, tenkinančių 
nelygybę a<x<b, aibė vadinama intervalu ir užrašoma 
šitaip: (a; b). Lenktiniai skliaustai reiškia, kad taškai 
x:=a ir x=b nepriklauso nagrinėjamai aibei (3 brėž.); 
reikia skirti intervalą a<x<b (atvirą taškų aibę) nuo 
segmento a<x<b (uždaros taškų aibės); segmentą as 
Sx<b žymi [a; b] (4 brėž.). 


3 brėž. 4 brėž. 


Įdomios yra ir aibės, išreiškiamos lygtimis ir nelygy- 
bėmis, turinčiomis nežinomąjį su absoliutinio didumo 
ženklu. 

Visų pirma priminsime, kaip algebroje įvedama abso- 
L didumo sąvoka ir kaip ji interpretuojama geomet- 
riškai, 

Taško padėtis tiesėje nustatoma pagal jo koordinatę, 
t.y. pagal taško atstumą nuo atskaitymo pradžios, pa- 
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imtą su pliuso ženklu, jei taškas yra į dešinę nuo nulio, ir 
su minuso ženklu, jeigu taškas yra į kairę nuo nulio. 

Taškas su koordinate x=3 yra trijų vienetų atstumu 
nuo nulio (iš dešinės). 

Taškas su koordinate x= —3 taip pat yra trijų vienetų 
atstumu nuo nulio (iš kairės). Taigi atstumas nuo taško 
x=3, esančio į dešinę nuo atskaitymo pradžios, iki nulio 
lygus taško koordinatei, o atstumas nuo taško x= —3, 
esančio į kairę nuo atskaitymo pradžios, iki nulio skiriasi 
nuo to taško koordinatės tik ženklu. Vadinasi, atstumas 
nuo taško su koordinate x iki atskaitymo pradžios visada 
sutampa su skaičiaus x absoliutiniu didumu, formaliai api- 
brėžiamu šitaip: 

J% jeigu x=0, 
k= | 2x, jeigu x<0. 


Sąlygą |*|=3 geometriškai galima išaiškinti šitaip: at- 
stumas nuo taško iki atskaitymo pradžios lygus trims vie- 
netams. Tokių taškų ašyje yra du: x=3 ir x=—3 (5 brėž.). 
Sąlyga |x|<3 įgyja tokią geometrinę prasmę: atstumas 
nuo taško iki atskaitymo pradžios mažesnis už tris vie- 
netus, t. y. taškas yra intervale (—3; 3) ir jo koordinatė 
patenkina dvigubą nelygybę —3<x<3 (6 brėž.). 


—L— L —— ——— 0 — 
-3 0 3 3 0 3 
5 brėž. 6 brėž. 


Sąlyga |x|>3 reiškia reikalavimą, kad atstumas nuo 
taško iki atskaitymo pradžios būtų didesnis už tris viene- 
tus. Tai teisinga atžvilgiu taškų, nesančių segmente 
[—3; 3], t.y. esančių į kairę nuo taško —3 (x<—3) ir 
į dešinę nuo taško 3 (x>3) (7 brėž.). 


23 0 3 
7 brėž. 
Panaudojant absoliutinio didumo simbolį, nesunkiai 


randamas atstumas tarp dviejų taškų su koordinatėmis 
x=a ir x=b (a ir b— bet kokie skaičiai). 
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Jeigu b>a, tai šis atstumas lygus skirtumui b—a. Tuo 
lengva įsitikinti, nagrinėjant įvairius atvejus, pavaizduo- 
tus 8 brėžinyje. Pavyzdžiui, jei b=1 ir a= —3, tai b-a= 
=1-— (—3) =4, ir atitinka brėžinį. Jeigu a= —5 ir b=-— 1, 
tai b—-a=—1-—(—5) =4, tai irgi teisinga. 


a 6 
————1—1—0—— 
0 7 5 
a 6 
———L-—L—1—-— 
-3 0 1 
a b 
Canana O anans anana munean manne O anan maaana 
-5 4 0 
8 brėž. 


Nagrinėdami pavyzdžius, savarankiškai patikrinkite, 
kad ir tuo atveju, kai a>6, t y. taškas su koordinate a 
yra į dešinę nuo taško su koordinate b, atstumas tarp šių 
taškų lygus a—b. 

Abu gautus rezultatus galima sujungti šitaip: atstumas 
ap ei su koordinatėmis x=a ir x=b lygus |a—b|= 
=|b—a]. 

Ankstesnis dviejų skaičių skirtumo absoliutinio didumo 
geometrinis aiškinimas leidžia lengvai spręsti lygtis ir ne- 
lygybes, turinčias nežinomąjį su absoliutinio didumo 
ženklu. į 


1 1 
———————— — 
0 2 3 4 0 234 
9 brėž. 10 brėž. 


Sąlyga |x—3|=1 geometriškai interpretuojama šitaip: 
atstumas nuo taško x iki taško 3 yra lygus vienetui. Tie- 
sėje yra du tokie taškai: x, =2 ir x=4 (9 brėž.). Vadinasi, 
lygties |x—3,=1 sprendinių aibė M= (2; 4). 

Jeigu |x—3|<!, tai atitinkami taškai nuo taško 3 yra 
nutolę mažiau, negu per vienetą (10 brėž.). Šios nelygy- 
bės sprendinių aibę galima užrašyti taip: M= (2; 4). Ne- 
lygybe |x—3,>1 išreiškiama aibė taškų, nesančių segmen- 
te [2; 4] (11 brėž.). Ši aibė susideda iš dviejų atvirų spin- 
dulių (— oo; 2) ir (4; +). Šio punkto pabaigoje pateikia- 
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me lygties |*4+3;=|x—1| geometrinį sprendimą. Reikia su- 
rasti tašką, vienodai nutolusį nuo taško —3 ir nuo taš- 
ko 1. Tai bus atkarpos [—3; 1] vidurys, t. y. taškas x=—1 
(12 brėž.). Taigi šiuo atveju lygties sprendinių aibė turi 
tiktai vieną elementą: M= (- 1}. 


2 3 4 3 ‘1 


11 brėž. 12 brėž. 


Pratimai 


3. Panaudodami absoliutinio didumo sąvokos geomet- 
rinę interpretaciją, raskite šių lygčių ir nelygybių spren- 
dinių aibes: Í 

a) 2x+1|=|x—2|, atsakymas: (0; —4}; 

b) |x—1|+|*—5|=4, atsakymas: [1; 5]; 

c) X—1|+|+—5|=6, atsakymas: (0; 6); 

d) |Įx—1|+|x—5|=2, atsakymas: 0; 

e) |x—2!>|x|, atsakymas: (—oo; 1); 

f) ||x—5|-|*—1|| <2, atsakymas: (2; 4). 


Pastaba: Pasižyminčių kokia nors savybe, pavyz- 
džiui a<x<6, elementų x aibė M žymima taip: (x|a< 
<x<b). Panaudojant šį standartinį žymėjimą, būtų gali- 
ma pateikti visų anksčiau nagrinėtų lygčių ir nelygybių 
sprendinių aibes. Taigi nelygybės |x—2|>|x| sprendinių ai- 
bė (—œ; 1) yra (x|x<!). 


S 3. Operacijos su aibėmis 


Dažnai algebros kurse susiduriame su situacija, kada 
algebrinės lygties arba nelygybės sprendimas suvedamas 
į kitų daug paprastesnių lygčių arba nelygybių sprendimą. 
Čia išnagrinėsime keletą panašaus pobūdžio pavyzdžių, 
siekdami nustatyti ryšį tarp duotos lygties arba nelygybės 
- sprendinių aibės ir sprendinių aibės tų lygčių arba nely- 
gybių, į kurias ji suvedama. 

Sakykime, kad reikia išspręsti lygtį (x*— x) (x*7—3x + 
4-2) =0. Kad sandauga būtų lygi nuliui, būtina ir pakan- 
kama, jog bent vienas dauginamųjų virstų nuliu. Turime: 
1) x2—x=0 ARBA 2) x2—3x42=0. 
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Jungtukas ARBA čia panaudotas ne skiriamąja pras- 
me, tai reiškia, kad yra galimybė abiem dauginamiesiems 
vienu metu virsti nuliu. 

Lygties x2—x=0 sprendinių aibė yra M,= (0; 1), lyg- 
ties x2—3x42=0 sprendinių aibė — M= (1; 2). Duotos 
lygties sprendinių aibė susideda iš skaičių, įeinančių bent 
į vieną iš aibių M, ARBA Mə. Vadinasi, lygties (x?— x) X 
X (x2—3x42) =0 sprendinių aibė yra M= (0; 1; 2). 

Tą pačią porą paprasčiausių lygčių reikėtų nagrinėti, 
sprendžiant lygtį (x2—x)?4 (x2—3x42)?=0. Tačiau čia 
uždavinys yra kitoks: reikia rasti kintamojo x reikšmes, 
tenkinančias vienu metu du reikalavimus: x*7—x=0 IR 
x2—3x4+2=0. Jungtuką IR priimta simbolizuoti riestinio 
skliausto ženklu, apjungiant šias lygtis į sistemą. Gau- 
name: 


x?—x=0, 
x2—3x+2=0. 


Lygties x2—x=0 sprendinių aibė yra M,= (0; 1), lyg- 
ties x2—3x+2=0 sprendinių aibė — M>= (1; 2). Sistemos 
ir, vadinasi, duotos lygties sprendinių aibė susideda iš 
skaičių, priklausančių kartu abiem aibėms M, IR M;. Tai- 
Ei ša (x2—x)?+ (x2—3x4-2)2=0 sprendinių aibė yra 

= (1). 

Išnagrinėti pavyzdžiai leidžia priartėti prie formalaus 
operacijų su aibėmis apibrėžimo. Šios operacijos padeda 
iš dviejų ar daugiau duotų aibių 
sudaryti naują aibę. 

Dviejų aibių A ir B suma va- 
dinama aibė C, susidedanti iš 
visų elementų, priklausančių ai- 
bei A ARBA aibei B (ARBA čia 
neskiriamasis jungtukas, t. y. 
neišskiriama kai kurių elementų 
priklausomumo galimybė ir ai- 
bei A, ir aibei B). Tai žymima 
šitaip: C=4 VU B. 13 brėžinyje 
kairysis skritulys reiškia aibę A, o dešinysis — aibę B. Su- 
brūkšniuota sritis vaizduoja aibių A ir B sumą. 

Trijų ir daugiau aibių suma apibrėžiama analogiškai. 

Pavyzdžiai. Aibės (1, 2, 3) ir aibės (2, 5) suma 
yra aibė (1, 2, 3, 5). Skaičių 4442 (k — sveikas skaičius) 
aibės ir skaičių 4k aibės suma yra visų lyginių skaičių 24 
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aibė (įrodykite!). Sveikųjų ir lyginių skaičių aibės suma 
yra sveikųjų skaičių aibė. Analogiška situacija (kaip pas- 
kutiniame pavyzdyje) būna visada, kai viena iš dviejų su- 
dedamų aibių yra kitos aibės poaibis, t. y. kai A&B visa- 
da A U B=B. Dviejų sutampančių aibių suma yra ta pati 
aibė: A U A=4A. 

Spręsdami lygtį F(x) =0 kairiosios pusės išskaidymo 
dauginamaisiais metodu F(x)=jį(x)- f2(x), duotos lygties 
sprendinių aibę gauname, sudėdami lygčių fi(x)=0 i 
/+(x) =0 sprendinių aibes. 

Tiesa, čia reikia kruopščiai sekti duotos funkcijos ga- 
limų reikšmių srities kitimą. 

Išspręskime, pavyzdžiui, lygtį V x73 -(x+3) = 

Prilyginę nuliui dauginamuosius, esančius kairėje lyg- 
ties pusėje, gausime: V x—3=0 arba x+3=0. Iš čia gau- 
name dvi galimybes: 1) x=3 arba 2) x= —3. 

Vienok duotos lygties sprendinių aibė susideda iš vie- 
nintelio elemento x=3, nes, kai x= —3, dauginamasis 


V x—3 neturi prasmės. 
Su analogiška padėtimi susiduriame, spręsdami lygtį 


(x2— —5x+6=0 sprendinių 
aibė yra M,= (2; 3); lygties zti =0 sprendinių aibė 
M;= (— 1). 


Vienok, kaip ir ankstesniame pavyzdyje, negalima gau- 
ti duotos lygties sprendinių aibės, sudedant dvi gautas ai- 
bes M, ir Mo pagal ankstesnį bendrą apibrėžimą. Iš tik- 


rųjų x=3 nejeina į trupmenos galimų reikšmių sritį. 


x+ 
x2—9 
Vadinasi, duotos lygties spren- 
dinių aibė yra M=(-1; . 
BN Lygties fı(x)-fa(x)=0 sprendi- 
nių aibės bendras pavidalas bus 
išvestas § 10 pabaigoje. 

Dviejų aibių A ir B piūviu 
vadinama aibė C, susidedanti iš 
elementų, priklausančių aibei A 

14 brėž. IR aibei B kartu. Kitaip sakant, 

piūvį sudaro visi bendri duotų 

aibių elementai. Piūvis žymimas taip: C=A ^ B (14 brėž.). 
Analogiškai apibrėžiamas trijų ir daugiau aibių piūvis. Ter- 
minas „piūvis“ kartais pakeičiamas geometrinės kilmės 
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terminu „susikirtimas“. Planimetrijoje dviejų kreivių, nag- 
rinėjamų kaip plokštumos taškų aibių, susikirtimo taškais 
vadinami kaip tik jų bendrieji taškai. Tiesės ir plokštumos, 
nagrinėjamų kaip erdvės taškų aibių, susikirtimas bendru 
atveju yra jų vienintelis bendras taškas. Tačiau, jeigu tiesė 
ir plokštuma lygiagrečios, tai šių aibių piūvis — tuščia ai- 
bė. Jeigu tiesė yra plokštumoje, tai šių aibių susikirtimas 
sutampa su šios tiesės taškų aibe. 

Pavyzdžiai. Aibių (1; 2; 3) ir (2; 5) piūvis yra 
aibė (2), susidedanti iš vieno elemento 2. Lyginių 24 pa- 
vidalo skaičių (čia k — sveikas skaičius) aibės ir 3ķę pa- 
vidalo skaičių aibės piūvis 6k pavidalo skaičių aibė (įro- 
dykite!).: Lyginių skaičių aibės ir nelyginių skaičių aibės 
piūvis yra tuščias. Sveikųjų ir lyginių skaičių aibės piūvis 
yra lyginių skaičių aibė. 

Analogiška situacija (kaip ir paskutiniame pavyzdyje) 
susidaro visada, kai viena iš dviejų aibių yra antros aibės 
poaibis, t.y. kai A&B visada A n B=4A. Dviejų sutam- 
pančių aibių piūvis yra ta pati aibė: A n A=A. 

Spręsdami nelygybių su vienu nežinomuoju sistemą, 
t. y. ieškodami kintamojo x reikšmių, vienu metu tenkinan- 
čių visas sistemos nelygybes, aibės, iš esmės radome nely- 
gybių, įeinančių į šią sistemą, sprendinių aibių piūvį. Pa- 
vyzdžiu imkime dviejų tiesinių nelygybių sistemą, kurios 
sprendimą gauname, nagrinėdami tokias paprasčiausias 
sistemas: 

1) pe 2) 2 ` 8) bs 4) Pr 

x<b; x>b; x<b; x>b: 

Neapribodami samprotavimų bendrumo, kiekvienu iš 
keturių atvejų laikysime, kad a<b. (Atvejis a=b nejdo- 
mus.) 

Kaip jau buvo kalbėta, tiesine nelygybe x<a arba 
x>a išreiškiamas atviras spindulys, vadinasi, sprendžiant 
kiekvieną iš keturių sistemų, reikia rasti dviejų atvirų spin- 
dulių susikirtimą. 


Sistemoje (Sp aibė (—o0; a) yra aibės (—00; b) 
poaibis, todėl jų piūvis, t.y. mūsų sistemos sprendinys 
bus aibė (—oo; a). 


, 


aibė (b; +o) yra ai- 


bės (a; +00) poaibis, todėl mūsų sistemos sprendinys bus 
aibė (b; +00). 


Analogiškai sistemoje pa 
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Trečiu atveju dviejų atvirų spindulių (a; +00) ir (— o0; 
b) piūvis yra intervalas (a; b). (Priminsime, kad visur 
laikėme a<b!) 

„„ Ketvirtu atveju aibių (— o0; a) ir (b; +00) piūvis tuš- 
čias, sistemos sprendinių aibė yra tuščia. 

Baigdami šį paragraią, išnagrinėkime dar vieną pa- 
vyzdį. Išspręskime nelygybę 

Sios nelygybės sprendimas pakeičiamas dviejų sistemų 

1) ( *4+2x—3>0, ARBA 2) f x?+2x—3<0, 

| x2?—2x—3<0 x?—2x—3>0. 
sprendimu. 
„„ Duotos sistemos sprendinių aibė gaunama, sudedant 
šių dviejų sistemų sprendinių aibes. 

Spręsdami pirmąją sistemą, gauname: 

l x<—3 ARBA x>1, 
—1<x<3. 


15 brėž. 
-3 2 4 0 1 2 3 
16 brėž. 


17 brėž. 


Nelygybės x242x—3>0 sprendinių aibė yra dviejų at- 
virų spindulių (— œ; —3) ir (I; +00) suma. Nelygybės 
x2—2x—3<0 sprendinių aibė yra intervalas (—1; 3). Sis- 
temos sprendinys yra pirmos ir antros nelygybės sprendi- 
nių aibių piūvis. Gauname intervalą (1; 3) (15 brėž.). 
Antruoju atveju sistemą analogiškai užrašome 


(“1 AkBA z>3 Ir gauname intervalą (—3; —1) 
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(16 brėž.). Taigi duotosios nelygybės sprendinių aibė gau- 
nama, sudedant du intervalus (—3; —1) ir (l; 3) 
(17 brėž.). Pateiktas uždavinio sprendimas, skirtingai nuo 
vadinamojo „intervalų metodo“, leido atskleisti uždavinio 
ir jo sprendimo proceso aibinę esmę. 


Pratimai 


4. Raskite aibių A B sumą ir piūvį: 


a) Ask | = [0; 1]; 
b) A=[-1: si 1]; 
c) As [- io Bo (0: 1]. 


5. Raskite racionalinių skaičių aibės R ir iracionalinių 
skaičių aibės Q sumą ir piūvį. 

6. Raskite visų racionalinių skaičių aibės ir visų baig- 
oiy dešimtainių trupmenų aibės sumą ir piūvį. 

Raskite visų sveikųjų skaičių aibės ir visų teigiamų 
skaičių aibės sumą ir piūvį. 

8. Raskite 4k pavidalo skaičių aibės ir 6k pavidalo skai- 
čių aibės sumą ir piūvį. 

9. Raskite sveikųjų skaičių, nesidalijančių iš 26, aibės 
ir skaičių, kurie dalijasi iš 13, aibės sumą ir piūvį. 

10. Raskite sveikųjų skaičių, nesidalijančių iš 13, aibės 
ir sveikųjų skaičių, kurie dalijasi iš 26, aibės sumą ir 
piūvį. 

11. Išanalizuokite aibinę nelygybių 

a) |x1+4|>2; b) V (4—2) (15) >8+x 
sprendinių struktūrą. 


S 4. Plokštumos taškų aibė, nusakoma lygtimis su vienu 
arba dviem nežinomaisiais ir lygčių sistema 


Iki šiol pagrindines aibių teorijos sąvokas ir operaci- 
jas su aibėmis aiškinome, panaudodami realiųjų skaičių 
aibę arba skaičių ašies taškų aibę. Dabar pradėsime nag- 
rinėti plokštumos taškų aibes. 

Taško padėtis koordinačių plokštumoje tiksliai nusta- 
tyta, jeigu žinomos abi jos koordinatės. O ką galima pa- 
sakyti apie tašką, jeigu žinoma tiktai viena jo koordina- 
čių? Pavyzdžiui, kur koordinačių plokštumoje yra taškai, 
kurių abscisė lygi 1, t. y. kokia taškų aibė plokštumoje iš- 


2. Užsak. Nr. 1337, 17 


reiškiama lygtimi x=1? Matyt, šiai aibei priklauso visi 
tie ir tiktai tie taškai, kurių pirmoji koordinatė — vienetas, 
o antroji — bet koks skaičius. Geometriškai tai yra taškai 
tiesės, lygiagrečios ordinačių ašiai. 

Analogiškai lygtimi y= —3 nusakoma visų tiesės, ly- 
giagrečios abscisių ašiai (čia x — bet koks skaičius, o y = 
= —3), taškų aibė. 

Lengva suvokti, kad lygtimis x=const ir y=const nu- 
sakome tieses, lygiagrečias koordinačių ašims. Atskiru at- 
veju x=0 yra 0y ašies lygtis ir y=0 yra 0x ašies lygtis. 

Dabar panagrinėkime kai kurių priklausomybių tarp ko- 
ordinačių, išreiškiamų viena lygtimi su dviem nežinomai- 
siais x ir y, pavyzdžius. Tokios lygties sprendiniu vadi- 
nama pora skaičių (xo, Yo), kuriuos įstačius į lygtį gau- 
nama tapatybė. Geometriškai kiekvieną lygties su dviem 
nežinomaisiais sprendinį (xo, yo) koordinačių plokštumoje 
atitinka taškas M (xo, yo). Išnagrinėkime plokštumos taš- 
kų, kurių koordinatės tenkina kurią tai lygtį, aibę. 

Pavyzdžiui, duota lygtis y=x. Ja nusakoma taškų, tu- 
rinčių dvi lygias koordinates, aibė. Visi jie ir tiktai jie yra 
I ir III koordinačių kampų pusiaukampinėje. 

Lygtimi x+y=0 nusakoma II ir IV koordinačių kam- 
py a taškų aibė. 

pskritai kalbant, lygtis ax+by=c dar nereiškia, kad 
ji yra tiesė. Kaip pavyzdį naudinga išnagrinėti koeficien- 
tų a ir b ypatingų reikšmių įvairias kombinacijas (kiek- 
vieną atvejį pavaizduokite geometriškai): 
I. 1) a>0; b0; c — bet koks; 
2) a=0; b0; c — bet koks; 
3) a0; b=0; < — bet koks. 


II. a=0; b=0; c0. 
III. a=b=c=0. 
Pateiksime dar keletą plokštumos taškų aibių, išreiš- 
kiamų lygtimis su dviem nežinomaisiais, pavyzdžių: 
y=x2 — parabolė; 
xy=—1 — hiperbolė; 


x*4+y2=1 — apskritimas su centru koordinačių pradžioje 
ir spinduliu 1; 

x2+4y2=0 — tai lygtis, nustatanti vienintelį tašką — koor- 
dinačių pradžią; 
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(x2+ (y2—1)2=0 — aibė iš dviejų taškų (0, 1) ir (0, — 1); 
(x2—1)?+ (2—1)?=0 — aibė iš keturių taškų (I, 1), 
(I, —1), (—1, 1) ir (—1, —1). 

Sakykime, kad dabar nagrinėjamosios taškų aibės ko- 
ordinatės tenkina kurią nors priklausomybių sistemą. Kokia 
plokštumos taškų aibė išreiškiama sistema. 5 


pune 
x—y—1=0? 

Aibių teorijos požiūriu reikia rasti piūvį taškų aibių, 
nusakomų pirma ir antra lygtimis. Šiuo atveju aibių piū- 
vis yra aibė, turinti vieną tašką, 
būtent dviejų tiesių susikirtimo 
tašką. Jo koordinatės x=2, 
y=1. 

Išnagrinėtą pavyzdį įdomu 
palyginti su kitu. Reikia rasti 
taškų, analiziškai išreiškiamų 
lygtimi (x+y—3)-<(x—y—1) =0, 
aibę. Kad sandauga būtų lygi 
nuliui, būtina ir pakanka, kad 
bent vienas dauginamųjų būtų 
lygus nuliui: x4+y—3=0 ARBA 
x-y-1=0. 

Todėl ieškoma aibė yra suma 
dviejų taškų aibių, išreiškiamų 
lygtimis x4+y—3=0 ir x—y— 
—1=0 (18 brėž.). 18 brėž. 


Pratimas 


12. Nubrėžkite aibes plokštumos taškų, išreiškiamų šio- 
mis priklausomybėmis: 
a) ( x=0, b) xy=0; c) x2—5x41+6=0. 
l y=0; 
(Pastaruoju atveju lygtis x?—5x+6=0 reiškia lygia- 
grečių tiesių porą.) 


Išnagrinėkime dvi algebrines lygtis: x24+y2—1=0 ir 
vy=0. Lygtimi x?+y?—1=0 nusakoma plokštumos viene- 
linio apskritimo su centru koordinačių pradžioje taškų ai- 
bė A, o lygtimi xy=0 — abiejų koordinačių ašių taškų ai- 
bė B. Toliau išnagrinėkiine keletą algebrinių lygčių, kurių 
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sprendimas pakeičiamas šių dviejų paprasčiausių lygčių 
sprendimu. Ir kiekvienu atveju nagrinėjamų lygčių spren- 
dinių aibė C gaunama iš paprasčiausių lygčių x24+y—1= 
=0 (1) ir xy=0 (2) sprendinių aibių Æ ir B, atlikus tas 
ar kitas operacijas. 

Pavyzdžiui, kokia lygties (x24+42—1)- xy=0 sprendinių 
aibė? 

Nesunku suprasti, kad šią lygtį tenkina kiekvienas ir 
lygties (1), ir lygties (2) sprendinys, be to, šiomis dviem 
galimybėmis išsemiama visa aibė. Šiuo atveju nauja ai- 
bė C gaunama, sudedant aibes A ir B, t. y. ji susideda iš 
taškų, priklausančių pirmajai ARBA antrajai aibei (ARBA 
neskiriamasis jungtukas). Taigi C=A U B 

Dabar išnagrinėkime lygties (x74+47—1)2?+ (xy)?=0 
sprendinių aibę C. Ši lygtis ekvivalentiška reikalavimui, 
kad reiškiniai, esantys lenktiniuose skliaustuose, vienu 
metu būtų lygūs nuliui, t. y. sistemai: 


255 (Čia riestiniai skliaustai ati- 
xy=0. tinka loginį jungtuką IR.) 


Duotos lygties sprendinių aibė C susideda iš vienetinio 
apskritimo susikirtimo su koordinačių ašimis taškų, t. y. 
iš aibių A ir B piūvio (C=A ^ B). 

Vadinasi, pagal šią schemą grafiškai sprendžiama 
dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais sistema bei lygtis 
f(x) =0, kurios sprendimas pakeičiamas 


e 


sprendimu. 

Pirmoji šių dviejų lygčių yra funkcijos gralikas, 2 
išreiškia abscisių ašį; jų susikirtimas yra lygties /(x) =0 
šaknų aibė abscisių ašyje. 

Analogiškai sprendžiama ir lygtis: 


2 (x2+y2—1)xy =() 
(x?+y?—1)?+ (xy)? 


Si lygtis ekvivalentiška sistemai 


(+24+42—1)xy=0, 
(x?+y?—1)?+ (xy)’=0, 
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kuri išskaidoma į dvi sistemas: 


1) x2+y2—1=0, ARBA 2) / xy=0, 
(PLI 1)? (xy)?0 (x+y? —1)?+ (xy)?+0. 


Šios dvi sistemos ir jungtukas ARBA čia suprantamas 
taip: kiekvienas duotos lygties sprendinys turi būti bent 
vienos dviejų paskutinių sistemų sprendinys ir atvirkščiai. 


19 brėž. 


Pirmosios sistemos sprendinių aibė yra vienetinis ap- 
skritimas be taškų, vienu metu priklausančių ir apskriti- 
mui, ir bent vienai ašių. Antrosios sistemos sprendinių 
aibė yra koordinačių ašių pora be taškų, priklausančių vie- 
nu metu apskritimui ir bent vienai koordinačių ašių. Čia 
patenkina abi galimybės, todėl duotos sistemos sprendi- 
nių aibę gausime, sudėję apskritimo taškų aibę su koor- 
dinačių ašių taškų aibe, išskyrus ašių susikirtimo su ap- 
skritimu taškus (19 brėž.). 

Galima samprotauti ir šiek tiek kitaip. Trupmenos, 
esančios kairėje pusėje, skaitiklis būna lygus nuliui kiek- 
viename taške, esančiame vienetiniame apskritime arba 
vienoje ašių. Trupmenos vardiklis būna lygus nuliui tik 
apskritimo susikirtimo su koordinačių ašimis taškuose. Kaip 
tik šiuos taškus ir reikia pašalinti iš pirmųjų dviejų aibių 
sumos. 
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Mūsų lygties sprendinių aibė yra taškų, priklausančių 
ARBA tik apskritimui, ARBA tik koordinačių ašių porai 
(ARBA skiriamasis jungtukas) aibė. 

Paskutiniame pavyzdyje susidūrėme su naujomis aibių 
operacijomis, kurias dabar griežtai formaliai apibrėšime. 


§ 5. Dviejų aibių skirtumas. Universali aibė. Aibės papil- 
dinys 


Aibių teorijoje taip pat nagrinėjamas ir dviejų aibių A 
ir B skirtumas. Dviejų aibių A ir B skirtumu vadinama 
aibė D (D=A-B), susidedanti iš visų aibės A elementų, 
nepriklausančių aibei B. Vadinasi, pakanka iš aibės A pa- 
šalinti bendrus aibių A ir B elementus, t. y. visus aibės 
A Nn B elementus. Norint geriau suprasti duotąjį apibrė- 


eo|G 


20 brėž. 


žimą, reikia pavaizduoti Oilerio skrituliais įvairias aibių 
A ir B tarpusavio padėtis (20 brėž.). 

Paprasčiausiu atveju a) B&A, t. y. aibė B susideda tik 
iš elementų, priklausančių aibei A, ir yra jų piūvis: 
A n B=B. Būtent šie elementai pašalinami iš aibės A, 


22 


ieškant skirtumo. Taigi sveikųjų ir lyginių skaičių aibės 
skirtumas yra nelyginių skaičių aibė. 

Atveju b) aibių A ir B piūvis yra tiesioginis kiekvie- 
nos jų poaibis; atveju c) šis piūvis tuščias ir iš aibės A 
nėra ką pašalinti; atveju d) A ir B piūvis sutampa su ai- 
be A, todėl reikia pašalinti visus aibės A elementus, ir 
ieškomas skirtumas yra tuščia aibė. 

Pailiustruokime atvejus b), c) ir d) pavyzdžiais. 

Lyginių 2k pavidalo skaičių aibės ir 3k pavidalo skai- 
čių aibės skirtumas yra visų lyginių skaičių, nesidalijan- 
čių iš 3, t. y. 6k4-2 pavidalo skaičių aibė. Iš tikrųjų visų 
lyginių skaičių aibė yra trijų aibių: 6k, 6k4-2 ir 6Gk—2 pavi- 
dalo skaičių aibių suma. Iš mūsų aibės reikės pašalinti tik 
6k pavidalo elementus, nes 6k+2 pavidalo skaičiai nesi- 
dalija iš 3. 

Lyginių ir nelyginių skaičių aibės skirtumas yra lygi- 
nių skaičių aibė. 

Lyginių ir sveikųjų skaičių aibės skirtumas yra tuščia 
aibė. 
Atkreipkime dėmesį į tai, kad duotas aibių skirtumo 
apibrėžimas neatitinka bendro algebrinio dviejų skaičių 
skirtumo apibrėžimo: lygybė x=a—b reiškia tą faktą, kad 
a=b+x. Šiuo atveju skirtumo 4 —B ir aibės B suma bend- 
ru atveju nesutampa su aibe A. 

Su dviejų aibių skirtumo sąvoka faktiškai jau ne vieną 
kartą susidūrėme, spręsdami algebrines lygtis ir sistemas. 
Pavyzdžiui, spręsdami lygtį 


{x?+y?—1)- xy —0 
(x+y? — 1)? (x9)? 
ją pakeitėme dviem sistemomis: 
1) x2+47—1=0" ARBA 2) E7 0, 
(dy —=1)?+ (x9)* 0 (2 +Y2—1)74 (xy)250 
Jos ekvivalentiškos dviem sekančioms sistemoms: 


1)“ | x2+y7—1=0 ARBA 2)“ ba 
xyÆ0 x+y 10. 
Sistemos 1)“ sprendinių aibę galime gauti kaip skirtu- 
mą tarp vienetinio apskritimo taškų aibės A ir koordina- 
čių ašių taškų aibės B, vadinasi, C,=A— B. 
Analogiškai sistemos 2)“ sprendinių aibė yra C;=B—A. 
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Tada duotos lygties sprendinių aibė C=C, U C;= 
=(4—B) V (B-A) (19 brėž.). 

Išraiška (4—B) V (B-A) vadinama aibių A ir B si- 
melrišku skirtumu. 

Dažnai nagrinėjamos aibės, kurių elementai yra tiktai 
kai kurie realieji skaičiai, t. y. iš esmės visų realiųjų skai- 
čių aibės poaibiai. Todėl reikia įvesti naują sąvoką — ai- 
bės A papildinį A. Jo elementai yra visi realieji skaičiai, 
nepriklausantys aibei A. Pavyzdžiui, teigiamų skaičių ai- 
bės papildinys yra visų neteigiamų skaičių aibė, suside- 
danti iš nulio ir visų neigiamų skaičių. Segmento [0; 1] 
papildinys yra dviejų atvirų pustiesių (— 00; 0) ir (1; 00) 
suma. Kiekviena pustiesių neturi ribinio taško (atitinka- 
mai nulio ir vieneto), nes taškai 0 ir 1 pagal segmento 
apibrėžimą priklauso aibei [0; 1]. 


Jeigu nagrinėjamos tik aibės, kurių elementai yra tri- 
matės erdvės taškai, t. y. visų trimatės erdvės taškų aibės 
poaibiai, tai aibės A papildiniu vadinsime aibę, kurios ele- 
mentai yra visi erdvės taškai, nepriklausantys 4. 

Vadinasi, papildinio apibrėžimas iš esmės priklauso 
nuo to, iki ko duotąją aibę papildome. Ši visų elementų, 
nagrinėjamų duotuoju atveju, aibė vadinama universalia. 
Ją žymėsime raide U. Taigi, jos at- 
žvilgiu ir imamas papildinys. Jos ne- 
nurodžius, lieka neapibrėžta papildi- 
nio sąvoka. 

Iš pateiktų apibrėžimų matyti, 
kad aibės ir jos papildinio suma yra 
universali aibė (AU A=U), o aibės 
ir jos papildinio piūvis yra tuščias 
(A "A=6). 21 brėžinyje U — uni- 

91 brėž versali aibė, 4 — jos poaibis. Aibės 4 
papildinys A subrūkšniuotas. Visiškai 
suprantama, kad kurios nors aibės A 
papildinys iki universalios aibės U yra universalios aibės 
ir aibės A skirtumas (A=U-— A). 
Baigdami šį paragralfą, dar kartą ieškokime lygties 


(x2?+y9?—1)- xy 
(x2+y?— 1)? (xy)? 
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kuri pakeičiama dviem sistemomis: 


1)“ ( xX24+y7—1=0, ARBA 2)“ xy=0, - 
xyÆ0 x+y — 10: 
sprendinių aibės. 

Įvedę papildinio sąvoką, ir universalia aibe imdami 
visų plokštumos taškų aibę, galime rasti: 1)“ sistemos 
sprendinių aibę kaip vienetinio apskritimo taškų aibės A 
ir koordinačių ašių taškų aibės B papildinio B piūvį. Va- 
dinasi, C,=A 1 B. 2 

Analogiškai C;=B ^ A. 

Iš čia gauname duotos lygties sprendinį: 


C=C, U C=(A n B) V (B n Aj. 


Pastebime, kad iš to, kas buvo pasakyta, galima pa- 
daryti išvadą, jog A—B=4A 1 B. 


Pratimas 
13. Išspręskite lygtis: 


a) EE! 0 ir b) =(, 


m 
x24y2—1 
išanalizuokite priklausomybes tarp aibių, esančių sprendi- 
me, ir pavaizduokite grališkai. 


S 6. Plokštumos taškų aibė, nustatoma nelygybe su vienu 
arba dviem nežinomaisiais 


Dabar išnagrinėkime pri- si 
klausomybes tarp koordina- : 
čių, kurios analiziškai nusako J 
kurią nors plokštumos sritį. 
Pradėkime nuo pusplokštu- — 
mės. Žinome, kad lygtis x=0 
reiškia ordinačių ašies taškų 0 x 
aibę. Nagrinėdami aibę taškų, 
kurių abscisė teigiama, o ordi- 


natė — bet koks skaičius (t. y. 

aibė nusakoma nelygybė J 
x>0), gausime dešinę pus- 

plokštumę (22 brėž.). Nely- 22 brėž. 


gybe x<0 nusakoma kairioji pusplokštumė. Abiem atve- 
jais ribinės tiesės taškai nepriklauso nagrinėjamai aibei. 
Tokia pusplokštumė vadinama atvira. Viršutinė ir apatinė 
pusplokštumės nusakomos nelygybėmis y>0 ir y<0. No- 
rint nusakyti uždarą dešinę pusplokštumę taip, kad į nag- 
rinėjamą aibę įeitų ir ašies 0y taškai, reikia nagrinėti ne- 
lygybę x>0. Šiuo atveju brėžinyje ordinačių ašį pavaiz- 
duosime ištisine linija. Ankstesniame pavyzdyje (x>0) or- 
dinačių ašis parodyta punktyrinė linija. 


Pratimas 


14. Pavaizduokite aibes plokštumos taškų, kurių koor- 
dinatės tenkina nelygybes: 

a) x<3; 

b) y> -—4; 

c) x< -—5; 

d) 0<x<l; 

e) —2<y<3. 

Pastebime, kad dviguba nelygybė 0<x<1 iš esmės yra 

a a x>0, ; p 

nelygybių. sistema x<] O tai pagal ankstesnę teoriją, 
yra dviejų pusplokštumių piūvis (susikirtimas). Šiuo at- 
veju sistemos sprendinių aibė yra atvira juosta. 

23 ir 24 brėžinyje geometriškai pavaizduoti atvejai d) | 
ir e). 

Dar kartą grįškime prie lygties y=x. Taškas M (2, 2) 
priklauso šia lygtimi nustatytai taškų aibei. Taškas, kurio 


23 brėž. 24 brėž. 


26 


abscisė lygi 2, o ordinatė didesnė už du, yra tiesėje x=2 
virš taško M. Apskritai, kiekvienam laisvai pasirinktam xo 
imsime tuos plokštumos taškus, kurių antroji koordinatė 
didesnė už xo, t.y. tuos 
taškus, kurie yra tiesėje 
X=Xo ir virš jos ir tiesės 
y=x susikirtimo taško. 
Taigi gavome aibę taškų, 
esančių virš tiesės y=x. Ši 
atvira pusplokštumė nusta- 
toma nelygybė y>x (25 
brėž.). 

Visiškai analogiškai pri- 
klausomybė y<x nustato 
aibę plokštumos taškų, 
esančių žemiau tiesės y= x. 


25 brėž. 


Pratimas 


15. Pavaizduokite aibes plokštumos taškų, kurių koor- 
dinatės tenkina šias priklausomybes: 


a) x+y>0 (26 brėž.); 
b) y—x>1 (27 brėž.); 
c) y=x? (28 brėž.); 
d) y<x? (29 brėž.); 


27 brėž. 
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28 brėž. 29 brėž. 


e) x?+y?<1 (30 brėž.); 
f) x2+4y7=>1 (31 brėž.). 


30 brėž. 31 brėž. 


§ 7. Algebrinių nelygybių sistemos geometrinė prasmė 
Raskime aibę plokštumos taškų, analiziškai išreikštų 
sistema 


| —1Sx<3, 
2<y<5. 
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Nelygybė — 1 <x<3 nustato aibę vertikaliosios juostos 
taškų, įskaitant ir tiesių x= —1 bei x=3 taškus (32 brėž.). 
Nelygybė 2<y<5 nustato vidinius horizontalios juostos 
taškus. Duotos sistemos sprendinys bus šių dviejų aibių 
piūvis, kuris susideda iš 
stačiakampio ABCD taškų, 
be to, atkarpų AB ir CD 
taškai priklauso nagrinėja- 
mai aibei, o atkarpų BC ir 
AD taškai nepriklauso šiai 
aibei. Suprantama, kad pa- 
tys taškai A, B, C ir D šiai 
aibei nepriklauso. Iš tikrų- 
jų, pavyzdžiui, taškas A 
turi koordinates x=—l, 
y=2. Bet skaičius y=2 ne- 
tenkina sistemos antrosios 
nelygybės (2<y<5). 32 brėž. 


Pratimai 


16. Pavaizduokite aibę „plokštumos taškų, kurių koor- 
dinatės tenkina šias nelygyvbes: 


a) pe 


res (33 brėž.). 


33 brėž. 34 brėž. 
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Atsakymas 


Visi taškai, vienu metu esantys į dešinę nuo tiesės 
x=2 ir tiesėje y=3 arba žemiau jos. Taškas, kurio koor- 
` dinatės x=2, y=3, nagrinėjamai aibei nepriklauso. 


xX+y<3, e? 
b) pea (34 brėž.). 


Atsakymas 


Taškai, vienu metu esantys žemiau tiesės x+y=3 ir 
žemiau tiesės x—y=l. 

Įdomu išnagrinėtą pavyzdį palyginti su nelygybė 
(35 brėž.): (x+y—3) (x—y—1) <0. Kad galiotų ši nely- 
gybė, būtina ir pakanka, kad būtų patenkinta viena šių 
dviejų sistemų: 


PEEN, 


x+y—3>0, 
x—y—1>0 ARBA | x-y-1<0. 


35 brėž. 36 brėž. 


Iš čia aišku, kad pastarosios nelygybės sprendinių aibė 
1 yra dviejų nurodytų sistemų sprendinių aibių suma, kurią 
sudaro dviejų kryžminių kampų vidinių taškų aibė. 


c) x<y<x+1 (36 brėž.); 
> 2 

a (37 DZ); 

ggal (38 brèž.). 
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D - 
X 


37 brėž. 38 brėž. 


Duota nelygybė išsiskaido į dvi sistemas: 


y<0, 


(426 ARBA 2) [450 


x>y 

Pirmosios sistemos sprendinių aibę sudaro viršutinės 
koordinačių pusplokštumės taškų aibės ir aibės taškų, 
esančių žemiau tiesės y=x, piūvis. 

Antrosios sistemos sprendinių aibė yra apatinės koor- 
dinačių pusplokštumės ir aibės taškų, esančių aukščiau 
tiesės y=x, piūvis. 

Duotos nelygybės sprendinių aibė yra gautų aibių suma. 

Baigdami šiuos pratimus, išnagrinėkime plokštumos 
taškų aibės, duotos trimis nelygybėmis, radimą. 


17. 
| 0<x<I, PERNA 

) me (39 brėž.); 
x+y>0, 

b) { x—y<0, (40 brėž.); 
x—2<0 
x>0, 

JEE Ar (41 brėž.); 
x<2 
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40 brėž. 


41 brėž. 42 brėž. 


(Šiuo atveju nelygybė x<2 praktiškai nereikalinga, nes iš 
sistemos i gaunama, kad x<! ir atvirkščiai.) 

d beana 
) | g<=8+2 


(Šiuo atveju sprendinių aibė yra plokštumos taškai, pri- 
klausantys trijų pusplokštumių, apibrėžtų priklausomybė- 
mis: y>-0, y<x4+2, y<—x+2, susikirtimui. Sistemą ten- 
kins vidiniai subrūkšniuoto trikampio taškai.) 
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(42 brėž.). 


§ 8. Plokštumos taškų iškilios aibės. Susipažinimas su tie- 
siniu programavimu 


Susipažinus su tiesinių nelygybių sistemos sprendinių 
aibe, galima parodyti, kaip ši teorija taikoma, sprendžiant 
turimų resursų (transporto, žaliavos, darbo jėgos ir t. t.) 
optimalaus panaudojimo praktinius uždavinius. Čia bus 
kalbama apie vadinamąjį tiesinio programavimo metodą, 
kurio esmę trumpai paaiškinsime vienu pavyzdžiu. 

Iš keturių rūšių žaliavos — Sı, S2 S; ir S, — gamina- 
ma dviejų rūšių P, ir P; produkcija. Šioje lentelėje patei- 
kiama žaliavų ištekliai ir kiekvienos produkcijos vienetui 
pagaminti reikalingas jų kiekis. 


Žaliavos Žaliavos Žaliavos kiekis produkcijos vienetui 
rūšis ištekliai P, t | P, 
S; 19 2 3 
S2 13 2 1. 
S3 15 0 3 
S4 18 3 0 


P, produkcijos vienetas duoda 7 piniginius vienetus 
pelno, o P2 produkcijos vienetas — 5 piniginius vienetus 
pelno. 

Kaip reikia planuoti produkcijos gamybą, kad gamyk- 
los pelnas būtų didžiausias? 

Sakykime, kad x;— P, produkcijos vienetų skaičius ir 
x»— P; produkcijos vienetų skaičius. 

Pagal gamyklos išteklius galimos xı ir x2 reikšmės yra 
tos, kurios tenkina šią priklausomybių sistemą: 


( 2x; +3% S 19, 
2x +x2 <13, 
IX 15, 
3x x< 18, 
xı=0, 

t420. 


Plokštumos taškų (xı, x2), kurių koordinatės tenkina 
duotą nelygybių sistemą, aibė pavaizduota 43 brėžinyje 
(subrūkšniuota sritis). Ji yra iškilusis daugiakampis. 

Kiekvienas šios aibės taškas (xı, x2) atitinka konkretų 
gamybos planą, galimą pagal esamus gamykloje žaliavos 


1 Užsak. Nr. 1337. 33 


išteklius. Mus domina tas arba tie šios aibės taškai, kurie 
atitinka maksimalų gamyklos pelną. Gamyklos pelnas skai- 
čiuojamas pagal formulę 7x,4+5x9, kuri yra tiesinė dvie- 
jų kintamųjų x, ir x; funkcija. Vadinasi, reikia rasti tą 
arba tuos taškus, kur funkcija F (41, x2) =7x1+5x2 yra pati 
didžiausia. 


43 brėž. 


Kiekvieną duotą pastovią F reikšmę atitinka sava plokš- 
tumos tiesė. Pavyzdžiui, lygties 7x; +5x2=35 grafikas yra 
tiesė, atkertanti Ox, ašyje 5 vienetų ilgio atkarpą, o 0x2 
ašyje — 7 vienetų ilgio atkarpą. Analogiškai lygties 7x, > 
+5x2=70 grafikas yra tiesė, atkertanti Ox, ašyje 10 vie- 
netų ilgio atkarpą, o 0x> ašyje — 14 vienetų ilgio atkarpą. 

Suprantama, kad, didėjant F, atitinkama vienodo pel- 
no tiesė juda tolygiai, toldama nuo koordinačių pradžios 
(44 brėž.). 

Uždėjus lygiagrečių vienodo pelno tiesių aibę (44 brėž.) 
ant iškiliosios galimų pelnų aibės (43 brėž.), lengva pa- 
stebėti, kad didžiausią galimą F reikšmę atitinka tiesė, ei- 
nanti per daugiakampio OABCDE viršūnę C (45 brėž.). 

Taške C, kurio koordinatės yra x,=5, x2=3, tiesinė 
dviejų argumentų funkcija F(x, x2) =7x,+5x> įgauna 
reikšmę F(5, 3) =7-54+5-3=50. Tai ir- yra maksimalus 
pelnas, kurį gali gauti gamykla esamomis sąlygomis. 
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INIZ B T 
mA o 


2 


45 brėž. 


S 9. Algebrinių lygčių ir nelygybių sudarymas pagal duo- 
tą sprendinių aibę (atvirkštiniai uždaviniai) 


Matematikoje paprastai kartu su tiesioginėmis opera- 
cijomis nagrinėjamos ir atvirkštinės: sudėtis ir atimtis, 
daugyba ir dalyba, skaičiaus dalies radimas ir skaičiaus 
radimas pagal jo dalį, logaritmavimas ir antilogaritmavi- 
mas. Naujose matematikos programose po diferencijavimo 
numatoma nagrinėti neapibrėžtinį integralą. 
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Išdėstytos medžiagos įtvirtinimui ir pagilinimui siūlo- 
me išspręsti keletą vadinamųjų atvirkštinių uždavinių. Čia 
turime omenyje pratimus, kuriuose pagal turimą tiesės ar 
plokštumos taškų aibę reikia rasti jų analitinę išraišką. 


Pratimai 


18. Tiesėje duota taškų aibė, susidedanti iš begalinės 
aibės vienetinio ilgio atkarpų taškų (46 brėž.). Tokios aibės 
analitine išraiška galima laikyti dvigubą nelygybę 2n <x < 
<2n +1, kurioje n — bet koks sveikasis skaičius. 


46 brėž. 


Tą pačią aibę trigonometriškai buvo galima išreikšti nelygybė 
sinnx>0. Šią galimybę siūlome išnagrinėti mokiniams, susipažinu- 
siems su skaitinio argumento trigonometrinėmis funkcijomis. 


19. Analiziškai išreikškite trikampio, kurio viršūnės yra 
taškuose (0, 0), (1, 0), (1, 1) (47 brėž.), vidinių taškų 
aibę. 

Trikampio kraštinės yra tiesėse y=x, x=1, y=0. Vi- 
diniai trikampio taškai yra žemiau tiesės y=x, į dešinę 
nuo tiesės x=1 ir virš tiesės y=0, t. y. vienu metu tenkina 
tris nelygybes: 

| y<x, 


x<!, 
y>0. 


47 brėž. 48 brėž. 
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Trikampio vidaus taškų aibė yra trijų atvirų pusplokštu- 
mių piūvis. 

20. Analiziškai išreikškite sudėtingesnę plokštumos taš- 
kų aibę, pavaizduotą 48 brėžinyje. Pirmojo koordinačių 
ketvirčio taškų aibė nusakoma sąlygomis 


ba 
y=0, 


trečiojo ketvirčio taškų aibė nusakoma sąlygomis 


| x<0, 
yS0. 


Nesunku suprasti, kad nelygybę xy>0 tenkina pirmojo 
ir trečiojo ketvirčių taškų (ir tiktai jų) koordinatės. 

Iš pirmojo ir trečiojo koordinačių ketvirčių taškų duo- 
tai aibei priklauso tie ir tiktai tie taškai, kurie yra tarp 
tiesių y=—x—2 ir y= 
= —x+2, o tai išreiškiama 
lokia dviguba nelygybe: 
—x-2S<yY<—x42. 

Vadinasi, mūsų aibė 
apibrėžiama tokia nelygy- 
bių sistema: 


aa 
—x—2 <y —112, 


kitaip 


xy=0, 5 
+y <2. 49 brėž. 


21. 49 brėžinyje pavaizduota aibė susideda iš plokštu- 
mos taškų, esančių viduje vienetinio skritulio su centru 
koordinačių pradžioje ir nutolusių nuo ordinačių ašies at- 


stumu, ne mažesniu už 2. Ši taškų aibė išreiškiama tokia 
priklausomybių sistema: 
M+ <I, 
k> z. 
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§ 10. Pagrindiniai operacijų su aibėmis dėsniai 


Įvestų operacijų su aibėmis savybės labai panašios 
į gerai žinomų algebrinių operacijų — sudėties, daugybos 
ir kt. — savybes. Pavyzdžiui, aibių suma ir piūvis tenkina 
komutatyvinį ir asociatyvinį dėsnius: A U B=B U A; 
A uB=Bn A; (A u B)u C=A u (B u C) ir (AnB) AN 
nNC=AN (BAC). 

Šių dėsnių prasmė akivaizdi. Pavyzdžiui, asociatyvi- 
nis dėsnis sumai teisingas todėl, kad tiek (A U B) U C, 
tiek ir A u (B u C) reiškia aibę elementų, priklausančių 
bent vienai trijų aibių. 

Pastebėję, kad tiek A n (B n C), tiek ir (An B) n C 
reiškia aibę elementų, vienu metu priklausančių kiekvie- 
nai trijų aibių, įsitikiname, jog piūviui galioja asociaty- 
vinis dėsnis. 

Galima įrodyti dar du aibių sumos ir piūvio distribu- 
tyvinius dėsnius: A n (B u C)=(An B) u (A n C) — 
distributyvinis piūvio atžvilgiu sumos dėsnis; A U (B N 
n C)=(A u B) n (A u C)-— distributyvinis sumos 
atžvilgiu piūvio dėsnis. 

Pirmąjį jų įrodysime, peržiūrėdami visas galimybes. 

Priminsime, kad dvi aibės lygios arba sutampa tada ır 
tik tada, kai pirmosios aibės kiekvienas elementas pri- 
klauso antrajai, o kiekvienas antrosios aibės elementas 
priklauso pirmajai aibei. 

Sakykime, kad x e A n (Bu C), o tai ekvivalentiška 


xeA, 
xeB UC, kuri išsiskaido į dvi tokias sistemas: 


1) L ARBA 2) pa 


sistemai | 


xeB xe C. 


Iš 1) arba 2) sistemos pagal aibių piūvio apibrėžimą da- 
rome išvadą, kad bent viena šių sąlygų yra teisinga: 


la) xeA nB ARBA 2a) xeA NC. 
Iš čia pagal sumos apibrėžimą gauname, kad 
xe(AnB)U (An C). 


Įrodysime atvirkštinį tvirtinimą. 
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Sakykime, xe (A nB) U (An C), t. y. 
1) x<4A n B ARBA 2) xeA nC, iš čia 


la) = A, ARBA 2a) | xe A, 
xeB 152 G. 


Vadinasi, būtinai išplaukia, kad x e A, ir be to teisin- 
gas bent vienas šių teiginių: x € B ARBA x e C. Tai gali- 
ma užrašyti tokia sistema: 
xeA, 

xe B u C. Iš čia pagal piūvio apibrėžimą gausime: x€ 
sAN(BUC). 

Taigi aibės An (B u C) ir (An B) u (AN C) susi- 
deda iš tų pačių elementų ir, vadinasi, sutampa. 

Vietoj formalaus distributyvinio dėsnio A u (B n C) = 
=(A u B) n (Au C) loginio įrodymo, pavaizduokime jį 
Oilerio skriluliais (50 brėž.). Kairiajame skritulyje verti- 


50 brėž. 


kaliu brūkšniavimu pavaizduota aibė A, o horizontaliu 
brūkšniavimu — B ^ C, šių dviejų aibių suma A u (B n 
n C) bus visa subrūkšniuota sritis. Dešiniajame brėžinyje 
horizontalus brūkšniavimas vaizduoja aibių A ir B sumą 
A u B, vertikalus brūkšniavimas — aibių A ir C sumą 
A u C. Kvadratinis brūkšniavimas — jų bendra dalis, t. y 
aibė (A u B) n (Au C). Taigi abiejuose brėžiniuose gau- 
nama ta pati sritis. 

Šis gralinis pavaizdavimas yra sumos distributyvinio 
dėsnio atžvilgiu piūvio įrodymas. Jų bendrumą trijų aibių 
atveju nulemia tai, kad 50 brėžinyje parodytos visos 8 bet 
kurio elemento priklausymo trims duotoms aibėms gali- 
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mybės. Smulkiau tai išaiškinsime 51 brėžinyje. Sritis, pa- 
žymėta skaitmenimi 1, vaizduoja aibę elementų, priklau- 
sančių visoms trims aibėms. Elementai, priklausantys tik- 
tai dviem iš trijų aibių, patenka į sritis 2, 3 ir 4, o-elemen- 
tai, priklausantys tiktai vienai iš trijų duotų aibių, — į sri- 
tis 5, 6 ir 7. Aibė elementų, nepriklausančių nė vienai duo- 
tų trijų aibių, atitinka išorinę sritį, pažymėtą skaitmeniu 6. 
Elemento priklausomumo trims duotoms aibėms požiūriu 
visos galimybės yra išsemtos. 


A 
MXN 


51 brėž. 52 brėž. 


L 


Kadangi keturi apskritimai dalija plokštumą ne daugiau kaip į 14 
dalių, o elemento priklausomumo keturioms aibėms požiūriu yra 16 ga- 
limybių, tai analogiškas įrodymas Oilerio skrituliais keturioms aibėms 
būtų negalimas 


Baigdami šį skyrių, smulkiau išnagrinėkime lygties 
F(x) =0 sprendimo problemą kairiosios pusės išskaidymo 
dauginamaisiais F(x) =fį (x)+ f(x) metodu. 
Tegul lygties fi (x) =0 argumento galimų reikšmių aibė 
yra A,;, o šios lygties sprendinių aibė yra Bı. Analogiškai 
antrajai lygčiai f(x) =0 A; — argumento galimų reikšmių 
aibė, B; — sprendinių aibė (52 brėž.). 

Kiekvienas lygties ji (x). f2(x)=0 sprendinys vienu me- 
tu priklauso kiekvienai apibrėžimo sričių A; ir Æ, t. y. 
A, N 45. Tuo pačiu metu kiekvienas lygties fi (x)- f5(x) =0 
sprendinys priklauso vienai aibių B, arba B», t. y. B, U Bə. 
Vadinasi, lygties Ji(x)-/(x)=0 sprendinių aibė yra 
(A, nA>) N (Bı U Bə). 

Lygties fı(x)- f2(x)=0 sprendinių aibę galima rasti ir 
kitu būdu. 

Kad dviejų funkcijų sandauga taške x būtų lygi nuliui, 
būtina ir pakanka, kad šiame taške vienas dauginamųjų 
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būtų lygus nuliui, o antrasis turėtų prasmę, t. y. taškas x 
turi priklausyti vienai šių aibių: (Bi ñ A2) arba (B; Nn A,), 
o tuo pačiu ir jų sumai (B, N 45) U (B2 N A,;). 

Dviejų gautų atsakymų tapatingumą įrodysime, rem- 
damiesi pagrindiniais operacijų su aibėmis dėsniais, o taip 
pat akivaizdžiomis priklausomybėmis Bı&4; ir BoZAp. 


(4, 145) N (B, U B2) = 
= [(A1 145) N Bı] U [(A1 N A2) N B] = 
= [ (A; N Bı) A A] U [Ai N (A2 N B2)] = 
= (Bı N A2) U (A, N Bə). 


Rekomenduojama, kad mokiniai savarankiškai moty- 
vuotų kiekvieną perėjimą čia pateiktoje lygybių grandi- 
nėje. 

Lygties fi (x) f2(x)=0 sprendinių aibė 52 brėžinyje su- 
brūkšniuota įstrižai. 


$ 11. Uždaviniai ir pratimai iš visos temos 
22. Analiziškai surašykite plokštumos taškų aibes, ap- 


ribotas tiesėmis, apskritimais, apskritimų lankais, parabo- 
lėmis, hiperbole (53—61 brėž.). 


53 brėž. 54 brėž. 
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43 


55 brėž. 


57 brėž. 


Atsakymai 


53 brėž. 


54 brėž 


55 brėž. 
56 brėž. 


57 brėž 


| 


x2—y2=0. 
. (y4+2x—2) (x+1) =0. 
X<y<2x. 


2HY, 
x=0. 


y=x, 
#+Y<2, 
y>. 


56 brėž. 


L 


58 brėž. 


59 brėž. 


60 brėž. 61 brėž. 


58 brėž. x>4? (kita atsakymo forma: — Vx<y<s 
sV x). 
59 brėž. 1<x24+y2<4. 
60 brėž. x* <y<.1. 
61 brėž. ( x>0, 
1 10 
= <y -x+ 3, 
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23. Išspręskite lygtis ir gautas sprendinių aibes pa- 
vaizduokite grafiškai: 


a) (y—x) (xy—1) =0; 
b) (y—x)?+ (xy—1)?=0; 


c) 4 =0; 


(y=x)(xy-1) _ 
e) y- ag =O 
Atsakymai 
a) (a, a), čia a— bet kuris realusis skaičius, arba 
(o , z) kur b — bet kuris realusis, nelygus nuliui, skai- 
čiu 


1u 


B) (I, 1): Ee 


c) (a, a), čia a— bet kuris realusis skaičius, wely- 
gus l; 


d) (a, i), čia a — bet kuris realusis skaičius, nelygus 


0 ir l; 
e) (a, a), čia a — bet kuris realusis skaičius, nelygus 


+1, arba (b, +). čia b — bet kuris realusis skaičius, ne- 
lygus 0 ir 1. 
24. Pavaizduokite plokštumos taškų aibes, išreikštas 
šiomis nelygybių sistemomis: 
a) **—-1<y<!-x3; 
aa 
x <1; 
k) 
ly—-x|<2. 
25. Duokite lygties —x12+x+4=|1--x| sprendimo aibi- 
nę analizę. 
26. Nubrėžkite Oilerio skritulius racionalinių, sveikų- 
jų, teigiamų ir lyginių skaičių aibėms. 
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27. Nubrėžkite Oilerio skritulius iškiliųjų daugiakam- 
pių, trapecijų, lygiagretainių, stačiakampių, rombų ir kvad- 
ratų aibėms. 

28. Suprastinkite A Nn (A U B). 

Atsakymas. A. 

29. Kuri dviejų aibių yra kitos poaibis? 

a) P, PNG; 

b) P, PUQ? 

Atsakymai 

a) P nQSP; 

b) PEP UQ. 

30. Ar galima lygybė 

AnB=AUB? 


Atsakymas 
Galima, kai A=B. 


31. Duotos aibės A ir B. Oilerio skrituliais pavaizduo- 
kite aibes An B ir B U A. Išnagrinėkite visus galimus 
atvejus. 

32. Suprastinkite (P n Q) N (Q n P). 

Atsakymas 

Tuščia aibė. 

33. Aibių suma, skirtumu, piūviu užrašykite aibę (už- 
brūkšniuotą 62 brėž.). 


Atsakymas 
(A-B)U (B-A) arba kita forma (Au B) -— (A n B). 
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34. Ar pakankama sąlyga A—B=C, kad galiotų pri- 
` einamybė A=B u C? 
Atsakymas 


Ne. Prie duotos sąlygos reikia prijungti B&A. Apskri- 
tai galima teigti tik tai, kad ASB U C. 


35. Ar pakankama sąlyga A=B u C, kad galiotų pri- 
klausomybė A —B =C? 

Atsakymas 

Ne. Prie duotos sąlygos reikia prijungti, kad B n C= 
=Ø. Apskritai galima teigti tik tai, kad A— BSC. 

36. Ar teisingos lygybės: 


a) A-(BUC)=(A-B)=C; 
b) AU(B-C)=(4UB)-C; 
c) (A-B)UC=(AUC)-B? 


Jeigu jos neteisingos, tai kurį ženklų „S“, „2“ rei- 
kia rašyti vietoj lygybės? 


Atsakymai 

a) teisinga; b) ne, A u (B-C)2(4 u-B)—C; c) ne, 
(A-B) UC2(AU C)— 

37. Suprastinkite A. 

Atsakymas. A. 

38. Oilerio skrituliais įrodykite dėsnius papildiniams: 

a) AUB=ANB; 

b) AnB=AUB. 


Pastaba. Šie dėsniai vadinami dualumo dėsniais. 


39. Pritaikydami dualumo dėsnius, suprastinkite reiš- 
kinį: 
(åU B) n (A uB). 
Atsakymas. A U B. 


40. Ar egzistuoja aibė X, tenkinanti lygybę A u X=4, 
kai A — bet kokia aibė? 


Atsakymas. Tuščia aibė. 
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41. Ar egzistuoja aibė X, tenkinanti lygybę A Nn X=4, 
kai A — bet kokia aibė? 


Atsakymas Universali aibė U. 


42. Panaudodami Oilerio skritulius, išspręskite šį už- 
davinį. Iš 100 studentų 28 mokosi anglų kalbos, 30 — vo- 
kiečių, 42 — prancūzų, 8 — anglų ir vokiečių, 10 — anglų 
ir prancūzų, 5 — vokiečių ir prancūzų, 3 — vokiečių, anglų 
ir prancūzų. Kiek studentų nesimoko nė vienos kalbos? 
Kiek studentų mokosi tik prancūzų, tik vokiečių, tik anglų 
kalbos? 


Atsakymas 


20 žmonių nesimoko nė vienos kalbos; 30 žmonių mo- 
kosi prancūzų kalbos, 13 — anglų kalbos, o vien vokiečių 
kalbos mokosi 20 studentų 


Pastaba. 51 brėžinyje pažymėtos 8 sritys. Neatsi- 
tiktinai kiekvienos jų elementų skaičiui rasti duodamos 
aštuonios sąlygos. 


43. Apklausus 100 studentų. ataskaitoje buvo rašoma, 
kad studentų, besimokančių skirtingų kalbų, skaičius toks: 
5 — mokosi visų trijų kalbų, 10 — vokiečių ir anglų, 8 — 
prancūzų ir anglų, 20 — vokiečių ir prancūzų, 30 — anglų, 
23 — vokiečių, 50 — prancūzų. Ataskaita pasirodė neteisin- 
ga. Kodėl? 
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MATEMATINĖS INDUKCIJOS METODAS 


N. Vilenkinas, 
S. Švarcburdas, 
A. Mordkovičius 


Straipsnio medžiaga sąlyginai padalyta į 12 skyrelių, 
įskaitant kontrolinį darbą. Tai atitinka šiai temai skirtų 
mokymo valandų skaičių. Suprantama, kad ne su visomis 
mokinių grupėmis kiekviename užsiėmime pavyks išnagri- 
nėti visą vieno skyrelio medžiagą. Autoriai stengėsi, kad 
jos pakaktų užsiėmimams su visais mokiniais, tame tarpe 
ir su pajėgesniais !. 

Straipsnyje, be teorinės medžiagos, duodama ir užda- 
vinių. 22 uždaviniai, kuriuos, autorių nuomone, tikslinga 
išnagrinėti klasėje užsiėmimų metu, pateikiami tekste, 
daugiausia su sprendimais. Kiekvienos dalies pabaigoje 
duodami pratimai, savo tematika susiję su nagrinėtais. 
Mokytojas savo nuožiūra juos gali skirti namų darbams. 

Be teorinės matematinės indukcijos metodo medžiagos, 
straipsnyje daug vietos skiriama „pilnos“ ir „nepilnos“ 
indukcijos klausimams. 

Matematinės indukcijos gretinimas su „pilna“ ir „ne- 
pilna“ indukcija padės mokiniams suprasti dalyko esmę. 


§ 1. Pilna ir nepilna indukcija 


Kiekvienas matematinis tyrimas remiasi deduktyviniu 
ir induktyviniu metodu. Deduktyvinis metodas — tai sam- 
protavimas nuo bendro prie dalinio, t. y. samprotavimas, 


1 Šis straipsnis parašylas, remiantis ruošiamos spaudai knygos 
«<MaTemMaTHųecKKū aHajH3> AAA yvalųuxca IX n X KnaccoB MaTeMaTH- 
yeckHx UIKOA, «[Ipocsemenne > (aBTOp51— H. A. Buenkuu, C. H. Ilsapų- 
Gypa), atitinkamu paragrafu. 
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kurio pradinis momentas yra bendras teiginys, o galutinis 
momentas — dalinis teiginys. 

Deduktyvinį metodą matematikoje naudojame tokio ti- 
po samprotavimuose: duotas stačiakampis; kiekvieno sta- 
čiakampio įstrižainės lygios, vadinasi, ir to stačiakampio 
įstrižainės lygios. 

Pagal savo pirminę prasmę žodis indukcija reiškia 
samprotavimus, kai, remiantis atskirais teiginiais, daro- 
mos bendros išvados. Paprasčiausias tokios rūšies sam- 
protavimo metodas yra pilnoji indukcija. Štai panašaus 
samprotavimo pavyzdys. 

Reikia įrodyti, kad kiekvieną natūrinį lyginį skaičių n 
(4<n<100) galima išreikšti dviejų pirminių skaičių su- 
ma. Visi nagrinėjami skaičiai atitinkamai išdėstomi: 


4= 242, 
6= 3+3, 
8= 5+3, 
10= 7+3, 
98=93 +5, 
100=97 +3. 


Sios 49 lygybės rodo, kad kiekvienas mus dominančių 
skaičių tikrai išreiškiamas dviejų pirminių skaičių suma. 
Bendras tvirtinimas čia įrodomas, išnagrinėjus visus gali- 
mus atskirus atvejus. 

Pateikiame dar vieną pavyzdį (jį galima nagrinėti su 
X klasės mokiniais, išėjus atitinkamą geometrijos temą). 
Raidėmis S, V ir B atitinkamai pažymėkime taisyklingojo 
briaunainio sienų, viršūnių ir briaunų skaičių. Įrodykime, 
kad 

S+V=B142. 


Kaip žinoma, yra tik 5 taisyklingieji briaunainiai. Su- 
skaičiavę kiekvienu iš penkių atvejų sienų, viršūnių ir 
briaunų skaičių, įsitikinsime, kad mus dominanti priklau- 
somybė yra teisinga. Suprantama, kad po to galima tvir- 
tinti, jog formulė galioja bet kuriam taisyklingajam briau- 
nainiui. 

Vadinasi, naudojantis pilnos indukcijos metodu, bend- 
ras teiginys įrodomas kiekvienam galimų atvejų (kurių yra 
baigtinis skaičius). | 
4. Užsak. Nr. 1337. 49 


Kartais bendrą teiginį pavyksta numatyti, išnagrinė- 
jus ne visus, bet pakankamai didelį skaičių atskirų atvejų 
(vadinamoji nepilnoji indukcija). Vienok teiginys, gautas 
nepilnos indukcijos būdu, neįrodytas griežtu matematiniu 
samprotavimu, apimančiu visus atskirus atvejus, yra tik 
hipotezė. Kitaip tariant, nepilnoji indukcija matematikoje 
nelaikoma griežto įrodymo teisėtu metodu, bet yra labai 
svarbus naujų tiesų atradimo euristinis metodas. 

Sakykime, reikia rasti sumą pirmųjų n iš eilės einan- 
čių nelyginių skaičių Išnagrinėkime atskirus atvejus: 


1=1, bet 1=12; 

14+3=4, bet 4=2?; 
1+3+5=9, bet 9=34; 
1+3+5+7=16, bet 16=42; 
1+3+5+7+9=25, bet 25=52. 


Išnagrinėjus šiuos kelis atskirus atvejus, peršasi bend- 


ra išvada: 
1+3+5+...1+(21—1)=n?, 


t.y. pirmųjų n iš eilės einančių nelyginių skaičių suma 
lygi n2. Vėliau įrodysime, kad šis teiginys yra teisingas. 

Išnagrinėkime pirmųjų n natūrinių skaičių kubų sumą: 

i Sn=18+ 2+3 +... +n, 

S,=13=1; 

S;=134-23=9; 

S;=131+234133=9; 

S,=134-234133+43=100 

Matome, kad skaičiai 1, 9, 36, 100 yra skaičių 1, 3, 6, 10 
kvadratai. Bet 


3=1 +2; 
6=1+2+3; 
10=1+2+3+4; 


vadinasi, gali būti, kad 
S =13 +2843 +... +n3= (1 +2+3+...4+n)?. (1) 


Suprantama, šis dėsningumas dar nejrodo, kad formu- 
lè (1) yra teisinga. Toliau susipažinsime su metodu, jro- 


dančiu, kad formulė (1) teisinga. 
50 


Tenka pastebėti, kad, remiantis induktyviniais sampro- 
tavimais, kartais daromos klaidingos išvados. Pateiksime 
pavyzdžių. 

Dviženklio skaičiaus ir skaičiaus, parašyto tais pačiais 
skaitmenimis, bet atvirkštine tvarka, skirtumas dalijasi iš 9. 
Triženklio skaičiaus ir skaičiaus, parašyto tais pačiais 
skaitmenimis, bet atvirkštine tvarka, skirtumas dalijasi 
iš 99. Kyla mintis, kad ke:urženklio skaičiaus ir skaičiaus, 
parašyto tais pačiais skaitmenimis, bet atvirkštine tvarka, 
skirtumas dalysis iš 999. Vienok tai neteisinga, nes, pa- 
vyzdžiui, 2231 —1322 =909, o 909 iš 999 nesidalija. 

Nagrinėdamas 227 +1 pavidalo skaičius, prancūzų ma- 
tematikas P. Ferma pastebėjo, kad, kai n=1, 2, 3, 4, gau- 
nami pirminiai skaičiai. Jis padarė prielaidą, kad visi to- 
kio pavidalo skaičiai yra pirminiai. Vienok, L. Oileris nu- 
statė, kad, kai n=5, skaičius 23241 nėra pirminis: jis da- 
lijasi iš 641. 

Pateiksime dar vieną induktyviniu keliu prieitos klai- 
dingos išvados pavyzdį. Reikia sužinoti, ar yra toks natū- 
rinis skaičius n, kad 991n241 pavidalo skaičius būtų pil- 
nas kvadratas. Nagrinėdami atskirus atvejus, kai n=1, 2, 
3, 4 ir t.t., gauname skaičius, kurie nėra pilni kvadratai. 
Jeigu daugelį metų vien apskaičiuotume kitas n reikšmes, 
tai kiekvieną kartą gautume skaičius, kurie nėra pilni 
kvadratai. Tačiau skaičiavimo mašina buvo rastas toks 
29-ženklis skaičius n, kuris įrodė, kad skaičius 991n241 
yra pilnas kvadratas. 

Vadinasi, remiantis nepilna indukcija, galima padaryti 
klaidingą išvadą. Vienok kartais tokios išvados yra teisin- 
gos, nors, suprantama, čia galima greitai padaryti klaidą. 


Pratimai! 


1. Sa=—1+2—3+4—54+6—7+...+(—1)”- n. 


Apskaičiavę Si, Ss, Ss, S4, Ss, Se, įspėkite kam lygi: 
a) Sse, b) Sso7. 

Apibendrindami dalinius teiginius, įspėkite šių sumų ir 
sandaugų formules. 


2. Sn=—1+3—5+7—9+...+(—1)”(2n—1). 


1 Čia ir visuose kituose pratimuose ir pavyzdžiuose n — natūrinis 
skaičius. 
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3. Pa= (1-— =)(1- i)i- 7) n (1- i) 
4. S= 5 je s3 H.+ EE 

5. Snr=1+2+3+...+n. 

6. Snr=1-4+2.7+3-10+. „tn(3n+1). 

T Pas (1 ai del ai 


8. Ar teisingas tvirtinimas: n?+n+17 — pirminis, kai 
n yra bet kuris skaičius? Patikrinkite jo teisingumą, imda- 
mi n=1, 2, 3, 4, ..., 15, 16. 


$ 2. Matematinės indukcijos metodas 


Matematikoje pilnosios indukcijos metodas taikomas 
labai ribotai. Daugelis matematinių teiginių apima bega- 
linį dalinių atvejų kiekį, o patikrinti šį begalinį kiekį at- 
vejų Žmogus negali (tokio teiginio pavyzdžiu gali būti 
kuris nors tvirtinimas, liečiantis visus natūrinius skaičius). 
Nepilnoji indukcija, kaip matėme, dažnai duoda klaidin- 
gus rezultatus. 

Daugeliu atvejų tokio pobūdžio sunkumų galima iš- 
vengti, remiantis nauju samprotavimų metodu, vadinamu 
matematinės indukcijos metodu Pavadinimas „indukcija“ 
čia daugiau sąlyginis (žr. „Bendros pastabos“). Jis pri- 
gijo tik todėl, kad šis metodas euristinius samprotavimus 
pagal nepilnosios indukcijos metodą leidžia pakeisti griež- 
tu įrodymu. Matematinės indukcijos metodo esmė tokia. 

Sakykime, reikia įrodyti, kad tam tikras teiginys tei- 
singas bet kuriam natūriniam skaičiui n (pavyzdžiui, rei- 
kia įrodyti, kad pirmųjų n nelyginių skaičių suma lygi n?). 
Betarpiškai patikrinti šį teiginį kiekvienai n reikšmei ne- 
galima, nes natūrinių skaičių aibė yra begalinė. Norėdami 
įrodyti, kad šis teiginys yra teisingas, pradžioje patikri- 
name, ar jis teisingas, kai n=1. Po to įrodoma, kad, jei 
šis teiginys galioja, kai n lygus bet kuriam natūriniam 
skaičiui k, tai jis galioja ir tada, kai n=k+1. Dabar tei- 
ginys laikomas įrodytu visoms m. Iš tikrųjų teiginys tei- 
singas, kai n=1. Bet tada jis galioja ir kitam skaičiui 
n=14+1=2. Jei teiginys teisingas, kai n=2, tai jis teisin- 
gas ir tada, kai n=2+1=3 Iš čia išeina, kad teiginys 
teisingas, kai n=4 ir t.t. Suprantama, kad galų gale pri- 
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eisime prie bet kurio skaičiaus n. Vadinasi, teiginys tei- 
singas bet kuriam skaičiui n. l 
Apibendrindami tai, kas pasakyta, suformuluojame tokį 
bendrą principą. 
Norint įrodyti, kad kuris nors bendras teiginys yra 


` teisingas bet kuriam natūriniam skaičiui n, pakanka: 


a) nustatyti, ar šis teiginys teisingas, kai n=1; 

b) įrodyti, kad jeigu teiginys teisingas, kai n lygus 
tam tikram R, tai jis teisingas ir tada, kai n=k+1 (koks 
bebūtų natūrinis skaičius R). į 

Kad toks įrodymo būdas yra pagrįstas, aišku kiekvie- 
nam, kas išnagrinėjo keletą atskirų jo panaudojimo atve- 
jų. Bet toks „akivaizdumas“ nėra formalus įrodymas. Vė- 
liau parodysime, kad aukščiau suformuluotą bendrą prin- 
cipą galima įrodyti, remiantis kai kuriais kitais bendrais 
teiginiais, laikomais aksiomomis. Tačiau, šios aksiomos 
nėra aiškesnės, už šį suformuluotą matematinės indukcijos 
principą. Todėl patį principą galima laikyti aksioma. Nu- 
sakysime jį kiek kitais žodžiais. 


Matematinės indukcijos principas 
(aksioma) 


Teiginys, priklausantis nuo natūrinio skaičiaus n, tei- 
singas bet kuriam skaičiui n, jeigu patenkinamos dvi są- 
lygos: 

a) teiginys teisingas, kai n=1; 

b) jei teiginys teisingas, kai n lygus bet kuriam na- 
tūriniam skaičiui A, jis teisingas, kai n=k+4+1. 

Matematinės indukcijos metodu įrodoma šitaip. Pra- 
džioje įrodomasis teiginys patikrinamas, kai n=1. Ši įro- 
dymo dalis vadinama indukcijos baze. Po to eina įrodymo 
dalis, vadinama indukcijos žingsniu. Šioje dalyje, tarus, 
kad teiginys teisingas, kai n=k (indukcijos prielaida), 
įrodoma, kad jis teisingas, kai n=k+1. Atliekant induk- 
cinį žingsnį, reikia įdėmiai sekti, kad samprotavimai būtų 
teisingi bet kurioms k reikšmėms, t. y. kad jokios konkre- 
čios skaičiaus k savybės (sakysim, lyginumas, pirminumas 
ir kt.) nebūtų panaudotos, įrodant teiginį (žr. matematinės 
indukcijos aksiomos formuluotę b). 

Pateiksime įrodymų matematinės indukcijos metodu 
pavyzdžių. Pirmiausia įrodykime, kad teiginys, kurį įspė- 


.jome ankstesniame paragrafe, yra teisingas. 
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1 pavyzdys. Įrodykime, kad 
1+341+5+-...+(21—1) =n2. 
Sprendimas a) S,=1=12. Vadinasi, teiginys tei- 
singas, kai n=1. 
b) Sakykime, k — bet kuris natūrinis skaičius ir teigi- 
nys teisingas, kai n=k, t. y. 
S,=1+3+5+...1+(24—1) =k. 
Įrodykime, kad šiuo atveju teiginys galioja ir kitam na- 
tūriniam skaičiui n=++1, t. y. įrodykime, kad 
Sk 1=1+3+5+-..4+ (24—1) +(24+1) =(k+1)2. 
Iš tikrųjų 
Sai = Sh + (2411) =424+-24>+1=(k+-1)2. 
Tuo pačiu pagal matematinės indukcijos principą tel- 
ginys įrodytas bet kuriam natūriniam skaičiui n. 
2 pavyzdys. Įrodykime, kad 
—1+3—54+7-9+-..+(—1)?7(2n—1) =(-1)"<n 
(žr. 2 pratimą). 
Sprendimas. a) S,;=—1=(-—1!)!- 1. Vadinasi, tei- 
ginys teisingas, kai n=1. 
a) Sakykime, k — bet kuris natūrinis skaičius ir teigi- 
nys teisingas, kai n=R, t. y. 
S,=—14+3—-54-..+(—1)*(24—1) =(-—1)*- k. 
Įrodykime, kad šiuo atveju teiginys galioja ir kitam na- 
tūriniam skaičiui n=k+-1, t.y. įrodykime, kad 
Sa 1=—11+3—5+-..+(—1)*(24—1) +. 
+(—-1)*+1(24+1) =(—-1)*+!(R+1). 
Iš tikrųjų 
Si =S,+ (— 1)! (2411) = (—1)è -k+ 
+(—1)*+1(24+1) =(—1)*+1(—-K41+2kK+1) = 
=(—1)*+1- (k+1). 
Vadinasi, teiginys galioja visoms skaičiaus n reikš- 
mėms. 
3 pavyzdys. Įrodykime, kad 


P= (1- £)(1- 2)... (1-5) 


(žr. 3 pratimą). 
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Dabar pateiksime matematinės indukcijos metodo ne- 
teisingo pritaikymo pavyzdžių. Visų pirma įrodykime tokią 
neteisingą teoremą. 

„Teorema“. Visos baigtinės aibės neturi tarpusavyje 
nelygių skaičių. 

„Įrodymas“. Indukciją atlikime pagal elementų 
skaičių aibėje. Kai n=1, tvirtinimas akivaizdus — aibėje, 
turinčioje tiktai vieną elementą, nėra tarpusavyje nelygių 
skaičių. Sakykime, „teorema“ galioja aibėms, turinčioms 
k elementų. Imkime aibę, susidedančią iš 441 elemento: 


ai, Q2, ..., Ak, Ap41. Pagal indukcijos prielaidą turime: 
"a, =02=...=a0,. Toliau pagal tą pačią prielaidą turime: 
Q2 =Q3 =. . .= Qk = Ūkųį ir todėl Qı == Q3 =. . .= lk = lk41. 


Remiantis matematinės indukcijos principu, daroma iš- 
vada, kad „teorema“ galioja visoms skaičiaus n reikšmėms. 

Sis samprotavimas klaidingas, nes, atlikdami indukci- 
nį žingsnį, mes pasinaudojome tuo, kad k elementinė aibė 
turi ne mažiau kaip du elementus, t y. laikėme k>2, nors, 
kaip jau buvo kalbėta, jokiomis konkrečiomis k savybė- 
mis naudotis negalima. 

Pateikiame dar vieną matematinės indukcijos metodo 
neteisingo pritaikymo pavyzdį. Įrodykime šią neteisingą 
teoremą. 

„Teorema“. Bet kuris natūrinis skaičius lygus po jo 
einančiam natūriniam skaičiui. 

„Įrodymas“. Tarkime, kad teiginys teisingas bet 
kuriam skaičiui k, kai n=R, t.y. kad k=k+1. Įrodykime, 
kad šiuo atveju teiginys teisingas ir tada, kai n=K+-1, 
t.y. kad k+1=k+2. Tačiau tai suprantama, nes, prie 
abiejų lygybės k=k+1 pusių pridėjus po 1, lygybė išliks, 
ir gausime k+1=k+2. Pagal matematinės indukcijos me- 
todą teigiama, kad „teorema“ galioja visoms n reikšmėms. 

Šis samprotavimas klaidingas, nes „užmiršome“ patik- 
rinti, ar „teorema“ galios, kai n=1 (t.y. neįrodėme tos 
dalies, kuri vadinama indukcijos baze). Vadinasi, kai n=1, 
tai „teorema“ negalioja: 1552 čia matematinės indukcijos 
metodas netaikomas. 


Kartais vietoj matematinės indukcijos principo aksioma laikomas 
vienas šių teiginių: 
Jeigu natūrinių skaičių aibė turi skaičių 1 ir kartu su skaičiumi 
k visada turi skaičių k4-1, tai ši aibė sutampa su visų natūrinių skaičių 
aibe (Peano aksioma). 
B. Kiekvienoje netuščioje natūrinių skaičių aibėje yra pirmasis ele- 
mentas, 
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Galima parodyti, kad matematinės indukcijos principas ir kiekvie- 
nas A ir B teiginių yra ekvivalentiški (bet kurie du šių teiginių yra 
trečiojo išvados). Tiksliai kalbant, reikia pridurti, kad, įrodant jų ekvi- 
valentiškumą, tenka remtis kai kuriomis elementaresnėmis natūrinių 
skaičių savybėmis (kurios griežtai formuluojamos, pavyzdžiui, Peano 
darbuose, kaip aksiomos). 

Pavyzdžiui, matematinės indukcijos principą įrodykime, remdamiesi 
B prielaida. 

Tarkime, kad, nors matematinės indukcijos principo sąlygos a) ir 
b) yra patenkintos, teiginys galioja ne visiems natūriniams skaičiams. 
Šiuo atveju netuščioje natūrinių skaičių, kuriems teiginys negalioja, 
aibėje yra pirmasis elementas m, be to, m=*1, o tai išplaukia iš sąly- 
gos a). Pagal vieną Peano aksiomų kiekvienas natūrinis skaičius, iš- 
skyrus 1, turi prieš save einantį elementą. Sakykime, k — natūrinis 
skaičius, einantis prieš skaičių m. Kai n=k, teiginys teisingas, bet tada 
iš sąlygos b) išplaukia, kad jis galioja ir kitam po jo einančiam skai- 
čiui n=m, o tai prieštarauja prielaidai. 


Daugeliu atvejų reikia įrodyti, kad teiginys teisingas 
ne visiems natūriniams skaičiams, o tik n>p; čia p— 
užfiksuotas natūrinis skaičius. Šiuo atveju matematinės 
indukcijos principas formuluojamas taip. 

Jeigu teiginys teisingas, kai n=p ir jei bet kuriam 
kp pagal teiginio teisingumą, kai n=k, galima nusta- 
tyti, kad jis teisingas, kai n=k+1, tai teiginys galioja ir 
visoms np reikšmėms 

Pastebėsime, kad ir šiuo atveju, atliekant indukcinį 
žingsnį, negalima naudotis jokiomis konkrečiomis skai- 
čiaus savybėmis, išskyrus savybę kZ= P. 


Remiantis prielaida B, suformuluoto principo įrodymas yra analo- 
giškas anksčiau aprašytam principui. Remiantis ta pačia prielaida B, 
nesunku įrodyti ir dar vieną teoremą, kuria remiasi kita matematinės 
indukcijos principo forma. 


Teorema. Jeigu teiginys teisingas, kai n=1 ir jeigu 
iš teisingo teiginio bet kuriam natūriniam skaičiui A, rna- 
žesniam už k+1, galima padaryti išvadą, kad jis galioja 
ir k+1, vadinasi teiginys galioja visiems natūriniams skai- 
čiams. 

Bendros pastabos. Norint gerai suprasti įvairių mokslų 
loginę struktūrą, reikia skirti „deduktyvinius“ ir „induktyvinius“ tyrimo 
metodus. Kadangi čia sunku pilnai nušviesti šiuos klausimus, trumpai 
apsistosime ties kai kuriomis pastabomis, kurios, mūsų manymu, svar- 
biausios i 

1) Deduktyviniai samprotavimų metodai visada sudaromi taip, kad 
bent viena prielaidų, lyginant ją su išvada, būtų tokią pati arba bend- 
resnė. Induktyviniais vadinami tokie samprotavimų metodai, kai bendra 
išvada daroma, tik remiantis atskiromis prielaidomis. Pilnosios induk- 
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cijos principą galima suformuluoti kaip logikos aksiomą. Jeigu šią 
formuluotę laikysime viena prielaidų, tai pastebėsime, kad samprotavi- 
mai pagal pilnos indukcijos metodą remiasi prielaida, daug bendresne, 
negu išvada. Tą patį galima pasakyti ir apie matematinės indukcijos 
metodą: viena prielaidų čia yra matematinės indukcijos aksioma arba 
viena ją pakeičiančių aksiomų. Šie teiginiai liečia natūrinių skaičių arba 
jų poaibių savybes ir jie yra ne mažiau bendri, negu išvados, gautos, 
remiantis matematine indukcija. 

2) Induktyvinės išvados (išvados, padarytos, remiantis nepilnąja 
indukcija) yra būtinos moksluose, besiremiančiuose eksperimentu. Ma- 
tematikoje jos atlieka tik euristinį vaidmenį. Visi griežti įrodymai ma- 
tematikoje yra deduktyviniai ir jų išvados visada teisingos, skirtingai 
nuo išvadų, gautų, remiantis nepilnąja indukcija, kur jų patikimumas 
priklauso nuo stebėjimų, sudarančių išvados pagrindą, įvairumo ir 
kiekio. 

Iš tikrųjų ši priešingybė tarp matematikos ir mokslų, besiremiančių 
eksperimentu, ne tokia besąlyginė ir galutinė. Tačiau čia neliesime ma- 
tematinių aksiomų kilmės, jų neprieštaringumo ir t. t. 


Pratimai 


Įrodykite šias formules: 


9. 14+2+3+...+n= D (žr. 5 pratimą). 
10. 12+2+3?+...+n?= spea, 


11. 18+283+33+...+n3=(1+2+3+...+n)? (žr. § 1). 

12. 1-2+2.3+3:4+...+n(n+1) = 01, 

13. 1-4+2.74+3- 10+... +n(3n+1)=n(n+1)2 (žr. 
6 pratimą). 


1 
ns 1-2 trs ST TEET T sT 


15. a 1). [1- g] = 


n+2 
2n+2 


(žr. 4 pratimą). 


(žr. 7 pratimą). 


§ 3. Matematinės indukcijos metodo taikymas, sprendžiant 
sumavimo uždavinius 
4 pavyzdys. Įrodykite, kad 
IL (2) 
čia x5£1. 
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x?— : j į 
vadinasi, kai n=1, 


Sprendimas. S,=1+x= 


x-!? 
formulė teisinga. 

Sakykime, k — bet kuris natūrinis skaičius ir formulė 
teisinga, kai n=k, t. y. 
k+l—Į 


S.=11+x1+4241...+x4R= — 


Įrodysime, kad šiuo atveju 
xR+2—] 


Si =l HxH H.. S IM 


Iš tikrųjų 
k+l] xk+2—] 


Sri = S, HEH = E= +t! = Sa 


Vadinasi, pagal matematinės indukcijos principą formulė 
teisinga bet kuriam natūriniam skaičiui n. 
5 pavyzdys. Įrodykite, kad 


31+3341+33341+...+333...3=— 


n skaitmenų 


104+!1—9*—10 
27 i 


Sprendimas. S,=3. Kita vertus, kai n=1, turime 
10!+1—9—10 | aaa e 10910 
TTT =, Vadinasi, S,= 0 —— 
formulė teisinga. 

Tarkime, kad 


„t.y. kai n=], 


104+!1—9k—10 


S, =3+331+333+...5-333...3= 27 


asha 
k skaitmenų 
Įrodykime, kad šiuo atveju 


Sr+1 =3 +33 +333 +. . .+333 . . . 3+333 . . . 33 = 
k skaitmenų (k+1) skaitmuo 
_ 10è+2—9(k+1)—10 
= 27 k 
Iš tikrųjų 
Sry = Sa +333 ...33= Sk +3- 10 +3 10-1 +4.. + 


(k+1) skaitmuo 


+3. 10°+3-10+3=S8,+3(1+10+10?+...+10*). 
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104+!1—9k—10 


Bet pagal indukcijos prielaidą S, = >77— + O pagal 
formulę (2) 1+10+102+...+10t= CL. Vadinasi 
S Hokio 3, TOO 104-O(E+ 110 
Eeim 27 101 27 ' 


Taigi formulė teisinga bet kuriam natūriniam skai- 
čiui n. 

Prieš pereidami prie kito pavyzdžio, susitarkime tei- 
giamo skaičiaus x sveikąją dalį žymėti simboliu [x]. Tai- 
gi [3] =3; [5, 715; |4] =0; [V 5] =2. Pažymėkime, kad 


3 
bet kuriam natūriniam skaičiui n teisinga formulė 
n n+1] | 
[5]+ 7] (8) 
Iš tikrųjų, jeigu n=2m, tai + + [=] = [5] + 


+ =] = [m] + [m+ +] =2m=n. 


Jeigu, n=2m+ 1, tai 


5] [SA [2852] meninio 


Tuo pačiu formulė (3) įrodyta. 
6 pavyzdys. Išveskite sumos formulę: 
Sn=—1+2—3+4—5+...+(—1)”-n (žr. 1 pratimą). 
Sprendimas. Išnagrinėkime Sı, S2% S3, S4, Ss, So 


Turime: S,=—-I, S,= I, S3= — 2, S,=2, S;= —3, S;=3. 
Gauname seką —1, +1, —2, +2, —3, +3, ... Bet 


[51] F] 2 BPJ- [$]: 
s= a] H] 


Gautos sekos narių ženklai keičiasi taip pat, kaip ir 
duotoje sumoje. Vadinasi, galima sakyti, kad 


s,=(- 17 [F]. (4) 
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Suprantama, kad šiuo stebėjimu dar negalima įrodyti, jog 
formulė (4) yra teisinga. Todėl ją įrodykime matematinės 
indukcijos metodu. 

Jau įrodyta, kad, kai n=1 (ir netgi tada, kai n=2, 3, 
4, 5, 6), formulė i yra teisinga. Tarkime, kad 


= (1 [4]. 


Įrodykime, kad šiuo atveju 
Sa 1=—14+2—3+...1+(—-1)2-R+(-1)*+1- (k+1) = 
o [E] 
Turime: 
Si =S+(—-1)>!- (k+1)= 
= (1 [F] + p+) = 


= (0 (k+1- [2 ]). 


Bet iš formulės (3) išplaukia, kad 


Hp [E] ki 


. [kK+1 k+2 
| e+ [2] [7] 
Vadinasi, 
k 
Si =(—-1)A!. [2]. 
kas ir įrodo, kad perėjimas nuo A prie k+1 yra teisingas. 
Remdamiesi matematinės indukcijos principu, gauname, 
kad formulė (4) teisinga visoms n reikšmėms. 
Pratimai 


16. Sandauga 1-2-3...(1—1)-n žymima ženklu n! ir 
skaitoma taip: „n — faktorialas“. Įrodykite, kad 


1-11+2-2!+3-3!+...+n. SMS 
17. Įrodykite, kad 
tyty toti = 
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18. Visų sekos, kurios bendrasis narys am, narių nuo 
n 


m=] iki m=n suma žymima ženklu > am. Įrodykite, kad | 


m=l 


S aina aiinija 
= ppa” (n+1) (n+2).. (n+p+1). 


19. Išveskite sumos formulę: 


1 1 1 1 
wmn tpa tyr t DE 
20. Išveskite sumos formulę: 


S,=12—22432—424+, „+ (—1)"-! + nz, 


"S 4. Tapatybių įrodymas 


7 pavyzdys. Įrodykite, kad. visoms galimoms x 
reikšmėms teisinga tapatybė: 


(+— + (2-5) +t (r—- >) = 


= a! (xt Ar) —2n—1. 


x 


Sprendimas. Reikia įrodyti, "2 "APS teisinga 
visoms x reikšmėms, išskyrus x=0, 1, — 
Kai n=1, turime: 


ahe- 1) mas ES (5 L, 


t.y. kai n=1, tapatybė teisinga. 
Tarkime, kad 
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Įrodykime, kad šiuo atveju 


Sis (e-t (aa) k (a 
+ (xe r) (>) -2(k+ 1. 
Turime: 


M LAMA L S Auka Aba x2] ET Ia 


(x2—1)x2A+2 


1 1 
= zH [n ar) —2(k+1)—1. 


x2— 


Vadinasi, tapatybė teisinga visiems natūriniams skai- 
čiams n. 


Savarankiškas darbas Nr. 1 


I variantas 


1. Įrodykite, kad 


l l | n 
Tr tig Tet 
2. Įrodykite, kad 


sA 
1-3-5 


1 k | 
3:5:7 t+ n-intinn) 
Z n(n+1) 
2 (2n+1)(2n+3) ` 


+ 


II variantas 


1. Įrodykite, kad 
1 1 1 _ nh 
Ta tgo tot (Gn—3) (n+) n+l’ 


2. Įrodykite, kad 


12 22 n? _ n(n+1) 
1:3 RETE +... + QOn—1) (n41)  2(2n+1) ` 
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Pratimai 


Įrodykite šias tapatybes: 


pees n+l n42 
21. x1+2x71-3131+...+nx7= PMS į; XI. 
a+1 a+3 a+7 ., a+2”— 1| — 
22. -z tT +- +.. 4, Jn 
_ 6-0-1) 
= gn +n. 
| 2 4 27 | 1 
23. ipx tiga tipa test Cm" Zi" 
Qn+l i 
+ Taini 2 Ix > l. 
x x2 xi L x2n-1 a 1 X—x2n p 
24. 1—x2 + 1—x* t 1—xš Ferat l= ~ -y I-am? 
EB 


S 5. Nelygybių įrodymas matematinės indukcijos metodu 


8 pavyzdys. Įrodykite, kad, jei aœb ir a, b — tei- 
giami skaičiai, tai a" > bn". 

Sprendimas Kai n=l1, teiginys akivaizdus: a!> b!. 
Tarkime, kad a*>6*, ir parodykime, kad šiuo atveju a*+!> 
>bh+l. 

Iš tikrųjų, kadangi a>0, tai iš a*>6* aišku, kad 


at > abt, (5) 
Kadangi b6*>0, tai iš a>b gauname: 
abk>6 . br =bht!, (6) 


Sugretinę (5) ir (6) nelygybes, pagal tranzityvumo savybę 
gauname a/+!1> bk+!, 

Įrodėme, kad teiginys galioja visiems skaičiams n. 

9 pavyzdys. Įrodykite, kad 27>21—1 teisinga vi- 
siems natūriniams skaičiams 1n—>3. 

Sprendimas. Kai n=3, nelygybė teisinga: 23> 
>2-3+1. Tarkime, kad 24>24+1 (k>3), ir įrodykime, 
kad 

2+1>2(k+1)+1. 


Iš tikrųjų 
2+1 =2 . 2>2 (2k +1) = (2k+3) + (2k— 1). 
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Bet 24—17>0 teisinga visiems natūriniams skaičiams R. 

Vadinasi, 2*+!:>2k4-3, o iš čia aišku, kad nelygybė 2"7>- 
>21+1 galioja visiems skaičiams n2>3. 
10 pavyzdys. Įrodykite nelygybę: 

1 


1 1 
mitas (7) 


Sprendimas Nelygybės (7) kairiojoje pusėje esan- 
tis reiškinys yra trupmenų su laipsniškai didėjančiais nuo 
n+1 iki 32+1 vardikliais suma. Kai n=3, nelygybė įgau- 
na tokį pavidalą: 


E a 
Kai n=1, nelygybė galioja: 

1 1 l 

7 + > + T >l. 
Tarkime, kad 


-ir įrodykime, kad šiuo atveju 


l l 


l 
Shy = R+? + R43 Fers t 3k41) +I >l. 


Iš tikrųjų 


Sui (zh + 5514 i ) + 


+2 3k+1 
PNE o EE ME E Das E 
3k+2 ' 3k+3 ` 3k+4 k+l 
2 
=Sr 


+ FIOR 7321 
Nelygybė (7) įrodyta. 


Pavyzdžiai, su kuriais susipažinome ir kuriuos nagrinėsime vėliau, 
rodo, kaip sėkmingai matematinės indukcijos metodą galima taikyti, 
sprendžiant įvairiausius uždavinius. Tačiau negalima šio metodo ir per- 
vertinti: pasitaiko atvejų, kai uždavinio sprendimas matematinės induk- 
cijos metodu būna sudėtingas, kitu būdu jis sprendžiamas daug papras- 
čiau ir greičiau. Be to, būna atvejų, kai vieną ar kitą uždavinį būtų 
paprasčiausia spręsti matematinės indukcijos metodu, tačiau čia susidu- 
riama .su neįveikiamais sunkumais (dažniausiai, atliekant indukcijos 
žingsnį). 
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Tarkime, reikia įrodyti nelygybę: 


1 1 taa 
Mi top? teet gapi + 


Ji labai panaši į nelygybę (7), kurią nesunkiai įrodėme matematinės 
indukcijos metodu, Natūralu ir šiuo atveju pasinaudoti matematinės 
indukcijos metodu. 
Kai n=1, nelygybė teisinga: 
el 


Tarkime, kad S, <2, ir pabandykime įrodyti, kad šiuo atveju Sx41<2. 
Bet anksčiau matėme, kad 


Shp Sa. 


Todėl iš S, <2 negalima padaryti išvados, kad Sķą41ı<2. Taigi nelygy- 
bės (8) nepasisekė įrodyti matematinės indukcijos metodu. Ją įrody- 
kime kitu būdu. 

Pirmiausia pastebėkime, kad, kai k=0, 1, 2, ... , n—1, galioja ne- 
lygybė: 


m G EI 
AFRI T 9nZk < In 
Iš tikrųjų 
3 1 | je (4n—3k) +3k(n—k) 
an  \nFhkFi t mk)” Ontnzk+ D RAT" 


Kadangi, kai k=0, I, 2, ..., n—1, gautas skaičius teigiamas, tai nely+ 
gybė (9) įrodyta. 
Dabar išnagrinėkime sumą 


ae BS S m 
"Ai? apa +. + Anži: 
Kadangi 
i 1 1 1 1 1 1 
21 LnF’ 2143 Í R2’ 3n 2n’ 
tai 


Jeigu n lyginis skaičiùs, n=2m, tai + = E PA + = 


= (H +a) (> > L == 
~ (n+l 2n + n+2 tni tet n4+m T R) 
Pasinaudoję nelygybe (9), gauname: 


EA EE kū 3 3 
EM np T V p MIT 


5. Užsak. Nr 1337. ; 65 


Kadangi, be to, = < F. tai S,<2 = +7 =p 
Jeigu n nelyginis skaičius, 1=2m 4-1, tai 
l 1 l l | ( | 
ari RT spi +l +a)+ TPR ngm + 
1 1 3 1 3m 
T Pm tapmpi <" n npm n T 
l l 1 3m 3 3 
+7 (=n t 5) “m Tan: 


Vadinasi, ir šiuo atveju S„<2. Nelygybė (8) įrodyta. 


Pratimai 


Įrodykite, kad šios nelygybės galioja visiems natūri- 
'ams skaičiams n=œ2. 


25. (14x)">14+nx, čia x>—1 (Bernulio nelygybė). 


— 1 1 1 — 
Vn< tatt + <2 n 
1 


1 1 13 
92 L p Ša 
27. n+1 t Pra 1 


š 6. Nelygybių įrodymas 


Čia nagrinėsime sudėtingesnius. negu anksčiau, pa- 
vyzdžius, kuriuose, atliekant indukcinį žingsnį, reikia įro- 
dyti naują nelygybę arba panaudoti vadinamąjį nelygybių 
sustiprinimo metodą. 

ll pavyzdys. Įrodykite, kad teigiamiems skai- 
čiams a, b teisinga nelygybė: 


2n- (an 167) >(a46)". (10) 


Sprendimas. Kai n=1, teiginys teisingas: 2° (a! + 
+b!) >(44+6)!. Tarkime, kad 


2-1 (a +b*) > (a+b)*, (11) 
ir įrodykime, kad šiuo atveju 
2r (at+14-bk+1) > (a+b), (12) 


Nelygybės (11) abi puses padauginkime iš teigiamo 
skaičiaus a+b. Gausime: 


(246) <2!-! (ak + bè) (a+b) =24 LL 
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E EE 


Įsitikinkime, kad 
ak+ pabk+akb+- bt! 


- Lart p biH, 


iš čia ir išplauks nelygybė (12) Išnagrinėkime skirtumą 
a+! +abr+aèb+bt+1  (a—b)(ar—b+) 
—————>-— 272. 


ak+l4 bk+1— E 


Iš 8 pavyzdžio galima padaryti išvadą, kad skaičiai a—b 
ir ak—b* turi vienodus ženklus Vadinasi, 


(a— netz =6*) =0, 


Iš čia 
akt abt +atb+bh+! 


= Kart phr, 


Tuo pačiu nelygybė (12) įrodyta, ir, remiantis mate- 
matinės indukcijos principu, galime teigti, kad teisinga 
ir nelygybė (10). 

12 Ee g nelygybę: 


n 


tL+Liri ka 55. (13) 


Sprendimas. vės (13) kairiojoje pusėje 
esantis reiškinys yra trupmenų, kurių vardikliai didėja 
nuo 1 iki 27—1, suma Kai n=1, ji lygi 1. Bet I>2 va- 
dinasi, kai n=1, nelygybė (13) teisinga. 

Tarkime, kad 

k 


| | | 
Selta T +... + J] >F’ 


ir įrodykime, kad šiuo atveju 


1 | 1 k+1 
Simt > ST r 
Turime: l 
Se= (1+4 +i tot gaa) tatan tt 
BEL 2 3 LK DRS pk V pg To 
1 

+ ag) =S +A, 
čia 

| 1 1 

A= x tan tet gT 
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Reiškinys A yra trupmenų, kurių kiekviena didesnė už 
= „suma. kios 


1 1 


A> z = tan r Ok+I "Ok+l g`: 
l 


Taigi S> aN A>L „iš kur Sp, =S,+4> 
Nelygybė (13) jas 


Pratimai 
Įrodykite šias nelygybės 


n (n—1) Aes sye 
28. 92 >n! visiems skaičiams n—=3. 


29. It H + 5 


30. Voa V c4 V ai Va EEE, 


§ 7. Matematinės indukcijos metodo taikymas, nagrinėjanti 
dalumo klausimus 


Susitarkime vietoj frazės „dalijasi be liekanos“ nau- 
doti ženklą :. 
13 pavyzdys. Įrodykite, kad 
(1 Įn+24 122n+1) : 133. 
Sprendimas. Sakykime, n=1. Tada 
113+123= (11 +12) (112—11 124122) =23- 133. 


Bet (23.133): 133, vadinasi, kai n=1, teiginys teisingas. 

Tarkime, kad (11*+24+12**+!) : 133. Įrodykime, kad šiuo 
atveju ir (L1k43 4 192443) : 133. 

Iš tikrųjų 11543 + 122443 = 11. 11242 + 192. 122+ = 
=11+11*+24144 . 122+1=11 (114424 122441) +133 „ 127+, 
Gautoji suma dalijasi iš 133. Teiginys įrodytas. 

14 pavyzdys. Įrodykite, kad trijų vienas po kito 
einančių natūrinių skaičių kubų suma dalijasi iš 9. 

15 pavyzdys. Įrodykite, kad (327+!440n —67) : 64. 
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Sprendimas. Jeigu n=1, tai 334+40—67=0, ir 0: 64. 
Sakykime, teiginys teisingas, kai n=k, t. y. (3+! +40k— 
—67) : 64. 

dko, kad šiuo atveju [32+34-40(k4+1) —67] : 64. 

Iš tikrųjų  32434+40(k+-1) —67=9 . 3+ -+40k—27= 
=9(32*+1+40k—67) —320k+576 = 9(324+1 + 40k — 67) + 
+64(9—5k). Bet [9(324+1440k — 67) +64(9 — 5k)]: 64. 
Teiginys įrodytas. 


Pratimai 


Įrodykite. 

31. (6227— 1) * 35. 

32. (474+15n—1) :9. 

33. (2527+34 57 . 3242) : 17, 
34. (627 4+37+24-37) 11. 


S 8. Dalumo uždaviniai 


16 pavyzdys. Įrodykite, kad 
(n*4+-6n34+11n24+6n) :24. (14) 
Sprendimas. Nesunku pastebėti, kad kai n=1, 


teiginys teisingas. Tarkime, kad (kt+6k3+11k?+6k): 24, 
ir įrodykime, kad šiuo atveju 


[(k+1)t+6(k+1)3+11(k+1)?+6(k+1)]: 24. (15) 
Turime: 


(K+ 1)4+6(k+1)3+11(k+1)2+6(k+1) = 
= (K 4-643+11424-6k) +24 (k?+1) +4(k3+114). 


Jeigu dabar įrodysime, kad visiems natūriniams skai- 
čiams R 
(k3+11k) :6. (16) 
tai tuo pačiu bus įrodyta, kad skaičius 
(k*+-6k34+11k24-6k) +24(k?+1)+4(k3+11k) (17) 


dalijasi iš 24. Tai naujas uždavinys, kurį taip pat išspręs- 
kime matematinės indukcijos metodu. 
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Kai k=1, teiginys (16) teisingas. Tarkime, kad m — 
bet kuris natūrinis skaičius ir kai k=m, teiginys (16) tei- 
singas, t y. (mš4+11m) 6. Įrodykime, kad šiuo atveju tei- 
ginys teisingas ir tada, kai k=m+1, t.y. [(m+1)3+ 
+11(m+1)] :6. l 

Iš tikrųjų (m++1)°+11(m+1)=(m? + 11m)+ 12 + 
+3m(m+-1). Iš dviejų vienas po kito einančių natūrinių 
skaičių vienas būtinai yra Palos vadinasi, [m(m4-1)] :2, 
0 Aka 6. Bet tada [(m3411m) 4-124+>3m(m+-1)] 


S Teiginys (16) įrodytas Iš čia daroma išvada, kad skai- 
čiai (17) dalijasi iš 24 Tuo įrodomas teiginys (15), o kar- 
tu ir teiginys (14). 


Pastebime, kad išnagrinėtas pavyzdys dar kartą iliustruoja pastabą 
(p. 68). Jo sprendimas matematinės indukcijos metodu yra gana sudė- 
tingas. Daug paprasčiau jį spręsti kitu būdu — išskaidžius daugianarį 
n*-6n34+11n24+6n dauginamaisiais: 


n4+6n3+11n24+6n=n(n+1) (n4+2) (n 4-3). 


Iš keturių vienas po kito einančių natūrinių skaičių n, n+l, n42, 
n+3 du būtinai yra lyginiai, be to, vienas dalijasi iš 4, vadinasi, jų 
sandauga 4 iš 8. Be to, bent vienas šių keturių skaičių dalijasi 
iš 3. Iš čia: [n(n4+1)(n+2) (n4-3)] dalijasi iš 24. 


Savarankiškas darbas Nr. 2 


I variantas 


1. Įrodykite, kad 2*>n2 visiems n=5. 
2. Įrodykite, kad (2245. 34n 458841) 37. 


II variantas 


1. Įrodykite, kad 27>n3 visiems n>10. 
2. Įrodykite, kad (77+24-821+1) ' 57, 


Pratimai 


Įrodykite. 

85. (37717 —8n—9) : 64. 

36. (77+24-82n+1) : 19, 

37. (32142 .52n— 33242 . 22n) : 1053, 

88. (n8— 315 +6n*—7n34+5n2—2n) : 24. 
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§ 9. Matematinės indukcijos metodo taikymas, nagrinėjant 
skaičių sekų (progresijų, Fibonačio eilutės) savybes 


Paprasčiausių sekų, kurių savybės nagrinėjamos mate- 
matinės indukcijos melodu, pavyzdžiai yra aritmetinė ir 
geometrinė progresija. Išnagrinėkime dar vieną seką, tu- 
rinčią daug įdomių savybių. 

Viename savo darbų italų matematikas Fibonačis iš- 
nagrinėjo tokį uždavinį: „Triušių pora kas mėnesį atsi- 
veda du triušiukus (patelę ir patinelį), kurie po dviejų mė- 
nesių taip pat atsiveda du triušiukus. Kiek triušių gims 
për metus, jeigu metų pradžioje buvo viena jauniklių 
pora?“ 

Iš uždavinio sąlygos galima daryti išvadą, kad po mė- 
nesio bus viena pora triušių, po dviejų mėnesių — dvi, po 
trijų mėnesių prieauglį atsives tik pirmoji pora ir iš viso 
bus trys triušių poros. O dar po mėnesio prieauglį atsives 
ir pirmoji ir antroji pora, atsiradusi prieš du mėnesius, 
todėl iš viso bus 5 poros triušių. 

Po n mėnesių nuo metų pradžios triušių porų skaičių 
pažymėkime F(n). Matome, kad po (n+1) mėnesių bus 
minėtos F(n) poros ir dar tiek naujų porų, kiek jų buvo 
(1—1) mėnesio pabaigoje, t.y dar F(n—1) porų triušių. 
Kitaip tariant, čia tinka rekurentinė priklausomybė F(n4- 
+1)=F(n) +F(n—1). Kadangi pagal sąlygą (F(0)=1, 
F(1)=1, tai nuosekliai randame: F(2)=2, F(3)=3. 


F(4)=5, ..., F(12) =233. 
Skaičiai F(n) vadinami Fibonačio skaičiais. Skaičių 
1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... seka vadinama Fibonačio eilute. 


Kaip jau žinome, ši seka apibrėžiama tokiomis sąlygomis: 
=l, a=], An+1 = ln +4ån-1. 
Išnagrinėkime kai kurias šios sekos savybes. 


17 pavyzdys. Įrodykite, kad Fibonačio eilutė pasi- 
žymi tokia savybe: 


Q2n+2 =ü +403 +45+...+4an41 +1. 


Sprendimas. Sakykime, kad n=1. Tada @zn42= 
=4đ0,=5=1]1 +3+ l| =a; +a3+1. Vadinasi, kai n=1, teiginys 
teisingas. 

Tarkime, kad jis teisingas, kai n=kR, t. y. 

A+ =Q +043 +45 +... +a 1-1. (18) 
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Įrodykime, kad šiuo atveju jis teisingas ir tada, kai n= 
=R+1, t. y. 


Qor44=01 +03 +45 +. .. +041 +a tl. 


Iš tikrųjų pagal Fibonačio eilutės apibrėžimą: @2r44= 
=0x542--05545>. Pasinaudoję indukcijos prielaida (18), gau- 
name 


a2r44=01 +03 +45 +... +441 + ar43 t l, 
o tai ir reikėjo įrodyti. 
8 pavyzdys. Įrodykite, kad Fibonačio eilutė pasi- 
žymi tokia savybe: 
a" —An-1*An41= (— 1)". 
Sprendimas. Kai n=1, teiginys teisingas. Tarki- 
me, kad 
a’, — ak- aky = (— 1)", 
ir įrodykime, kad šiuo atveju 
až, Un ar42 = (— 1) 1, 
Iš tikrųjų 
ai ar Ap49=02,, — Ak (Artar) = 
=Q "(ar41 — 04) — 03 = Ahyi * Ak 1 —05 = 
= — (03 —0x—1 Ary) = (2 1)t= (1), 


Tuo pačiu ši savybė įrodyta. 


Pratimai 


39. Duota aritmetinė progresija, kurios skirtumas d: 
Ai, Q2, Q3, ... An, 5 Sa =01+05+...1+0,„. Įrodykite: 

a) a„=0,+d(n-1); 

b) Sn= 1% n; 


c) S= mia) j, 


3 2 Duota geometrinė progresija, kurios vardiklis g: 
b Dž 
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Įrodykite: 
a) b„=b,g7-!; 
b) S.= = bi i 


41. Tarkime, kad ao, ai, a2, ... , an, <... — Fibonačio ei- 
lutė. Įrodykite: 


a) 4n42=00+0,+0>+...1+0,+1; 
b) ans 1=140>1+04+-...4- aon. 


§ 10. Skaičių sekų savybės 


19 pavyzdys. Skaičių seka ao, ai, Q2, ..., An <... 
apibrėžiama tokiomis sąlygomis: a9=2, d;=3, An41= 
=Q]; * An — aoln. 

Įrodykite, kad an=2” +1. 

Sprendimas. Nesunku įsitikinti, kad teiginys tei- 
singas, kai n=1. Tarkime, kad jis teisingas visiems skai- 
čiams n=K, ir įrodykime, kad šiuo atveju jis teisingas ir 
tada, kai n=k+1, t.y., kad arpi =2"+! +1. 

Iš tikrųjų, iš sekos apibrėžimo galima padaryti išva- 
dą, kad ar41=41 * 0; — 05-51 Pagal indukcijos prielaidą 
turime: 

a, =2*+1; ap ,=27-1411. 
Vadinasi, 
ūk+1=3-(2441+1) —2(2F-141+1) =24+141], 


Pagal matematinės indukcijos principą, kurį čia pirmą 
kartą pritaikėme kita forma (žr. serea p. 60), teiginys 
įrodytas visiems skaičiams n. 

20 pavyzdys. Duota skaičių porų seka: 


(a, b); (ai, bi); (az, bo); ... ; (an, bn); .. 
Sios poros sudarytos pagal tokią taisyklę: 


a+b a+b An+tbn Ani tbn 
m= T, bi= Zi a ls 2, bans tt 


3 


Įrodykite, kad 
an=a+ È (b-a) (1- i: 
ba=a+ Ž- (b-a) (14 7). 
Sprendimas. Sakykime, n=1. Tada a,=a+ 
+ Ž (b-a) (1—5). nes 2 =a+ Ž (b— a) (1- 3) 


Turime 


Antra vertus 
a+ Ž (b-a) (1+ zp) = 22. 
Vadinasi, 
bi=a+ 2 (6-0) (14 >). 


Tuo įrodyta, kad formule (19) teisinga, kai n=1. 
Tarkime, kad 


ūa;=0+ = (b-a) (1- +); 
bi=0+ 5 (b-a) (1+ pp)» 
ir įrodykime, kad šiuo jų 
aki = apt 5 (b-a) (1- rr): 
bin=0+ Ž (b-a) (14 m). 


Pagal sąlygą ai = 5 (an+ bn). Pasinaudoję formulė- 


mis (20), gausime 
kun bs Dai -1)+ 
+a+ Ž (6-0) (1+ z7) = 
= y [2a+ 2 (b-a) (1- $ +1+ zy)]= 
=a+ $ (b-a) (1 - a). 
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2 (anpi tba). Panaudoję 


indukcijos prielaidą (20) ir ką tik įrodytą formulę skai- 
čiui ar41, gauname: 


Toliau pagal sąlygą brhy= 


les o-a (i= 55) 
tat $ 0-0 (1+ pi) 
a+ 


2 2 l 

>0-4l ltr) 

1 2.2.4k+149 2 l 

=4 +- (b—a) (nati (b—a) (1+ rpa) 
Teiginys įrodytas. 
Pratimai 


42. Skaičių seka apibrėžiama tokiomis sąlygomis: a4=- 
=0, an= V 21aū, r. Įrodykite, kad seka ao, Qi, ao, . 
an, ... — didėjanti. 

43. Irodykite, kad Fibonačio eilutei galioja tokia sa- 
vybė: 

An4+9=An-1 * A5 401 Qg. 


44. Skaičių seka ao, a&i, Q2, ... An, ... apibrėžiama to- 
kiomis sąlygomis: ao=a, a=b, an4 = -— Įrodykite, 
kad l 

an= c42 aa G S paa pt 


§ 11. Įvairūs uždaviniai, sprendžiami matematinės induk- 
cijos metodu 


2l pavyzdys. Įrodykite, kad 


Lt i (21) 


Sprendimas. Suformuluokime bendresnį uždavinį: 
įrodykime, kad visiems MB skaičiams n 
r US 
= 2n n4+1 


+ — +... t>. (22) 


i l 
l- +t Tito ta 


Kai n=1, tapatybės (22) kairioji pusė lygi 1-2, o de- | 


ENE 1 ; 1 1 
šinioji — Ti: Kadangi 1— "ag 58 tai kai 1=1, ta- 
patybė (22) teisinga. 

Tarkime, kad 
US Lo 1 1l Ša 
1- ++7-1 tt 55 5 "B "ET m T 
ir įrodysime, kad tada 

1 1 1 to 

To TaITARTRS O RC 

1 1 
“T E T RFI + 5735 


101) 1 l 1 1 O 
(1 PP“ etai 5) tan an" 
1 1 o 
E + pit 3) + mi RR 
i L o A O 
= pra teet a t Tii (1 B) = 
Aad 


=a t Fi 


Taigi pagal matematinės e principą tapaty- 
bė (22) įrodyta visiems skaičiams n. Kai n=50, ji virsta 
lygybe (21). 

22 pavyzdys. Įrodykite, kad iškiliojo n-kampio 
PE S e, ayh n(n—3) 
įstrižainių skaičius lygus —7—- i 

Sprendimas. Kai n=3, teiginys teisingas, nes tri- 


1 =0 įstrižainių. Tarkime, kad bet kuris 


= 3) 


kampis turi 


iškilusis k-kampis turi D,= 


įstrižainių. Įrodykime, 


kad šiuo atveju šis teiginys IM ads ir tada, kai n=k+1, 
t. y. ae iškilusis (L+1)-kampis turi 


AŽ keti k-2 
įstrižainių. 


Tarkime, kad A,A> ... AkAk4i — iškilusis (k+1)-kam- 
pis. Nubrėžkime jo įstrižainę 4,4,. Norint rasti, kiek 


76 


(kK+1)-kampis A A ... AkAr+ı turi įstrižainių, reikia su- 
skaičiuoti k-kampio A,A> ... Ap įstrižainės ir prie gautojo 
skaičiaus pridėti k—2, t. y. (k+1)-kampio A1A2 ... ApApą; 
įstrižainės, einančias iš viršūnės Ap4į, ir, be to, pridėti dar 


įstrižainę A,A,. Taigi 


= "= 
Drp =Dr+ (k—2)+1= H-3) +k—l= E 2 


Vadinasi, pagal matematinės indukcijos principą tei- 
ginys teisingas bet kuriam n-kampiui. 


Pratimai 
45. Įrodykite, kad iškiliojo n-kampio kampų suma lygi 
2d(n—2). 
46. Įrodykite tapatybę: 
(1 ++p. . +r)? = xn -23yx2n-1 +3x2n-2¢ 
+... + (n+1)xr +n! +.. 1 4+3x2+2x+ 1. 
1 1 1 L 
16 


47. Apskaičiuokite sandaugą P=2'*.4*.8*16 


Kontrolinis darbas 
I variantas 
l. Įrodykite, kad visiems natūriniams skaičiams n tei- 
singa tapatybė: 
1-2-3+2-3-47...+n(n+1) (1+2) = 
_ n(n+l)(n+2)(n+3) 
= = š 


2. Įrodykite nelygybę 
4n (2n)! 
n41 œ (n)? 
3. Skaičių seka a1, a2, ..., An, ... apibrėžiama tokiomis 
sąlygomis: a,=2, an}ı1=3an +1. Įrodykite, kad 


an= y (5-3771- |). 
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II variantas 


l. Įrodykite, kad visiems natūriniams skaičiams n tei- 
singa tapatybė: 1-2-3... p+2-3 ..p(p+1)+...n(n+ 


sila p js SEL D), 


P+1 
2. Įrodykite nelygybę: 
1,3,5 nig l 
2 4 B Vi 
3. Įrodykite, kad Fibonačio eilutė pasižymi tokia sa- 
vybe: 


An *An41=03 +a} +...+04. 


III variantas 


1. Įrodykite, kad visiems natūriniams skaičiams n tei- 
singa tapatybė: 


2-124+3-241...4 (n+1)n2=> PEDD EnD, 


2. Įrodykite: 
(27+2 . 3n +5n—4) : 25. 
3. Įrodykite, kad tuo atveju, kai (2+ V3)" =an+ 
+6„V3, tai a} —3b} =1, imant bet kurį skaičių n. 


IV variantas 
1. Įrodykite, kad visiems natūriniams skaičiams n tei- 
singa tapatybė: 
l | | E 
27845 TT PDA T 
m AAA RE IETS] 
© 3 L6 — (n+1)(n+2)(n+3)J` 
2. Įrodykite: 
(577tl 4 2144-2541) $ 23; 
3. Įrodykite: 
(n+1)(n4+2)...(n+n)=27-1-3-5...(2n—1). 
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Pratimų atsakymai ir nurodymai 


1. a) Ss16= 158, b) S527 = — 264. 2. S, = (—-1)". n. 


|3. Pa= 3. 4 Sa= 5 B Sa= MRED 6 Sp=n(n+1)? 
T: P= 142 8. Kai n=1, 2, 3, .., 15, skaičiai n?+n+- 


+17 yra pirminiai, bet kai n=16, tai gaunamas sudėtinis 
skaičius 16?+16+17=172. 19. Sa=5274 + 20. Sn= 


= (—1)2 AED, 30. Nurodymas: uždavinyje įrodo- 


ma, kad skaičių seka Vc, V c+ Vc, Ve V c+ Vc, 

. skaičiumi LE aprėžta iš viršaus; taip pat rei- 
kia turėti omenyje, kad ax41= V c+a,n; čia Anai ir dn — 
atitinkami sekos nariai. 38. Nurodymas: matematinės 
indukcijos metodą pritaikyti keletą kartų. 43. N urody- 
mas: pasinaudoti tokia matematinės indukcijos metodo 
forma, kaip 19 pavyzdyje. 44. Žr. 43 pratimo nurodymą. 


1 1 1 
47. P=4. Nurodymas: sakykime, Pn=2° .4‘ . 8° 
1 
(2792 , šiuo atveju P=lim Pn. Toliau, Pp=2 ™, kur S,= 
n= æ 


1 2 3 n ; , Ši x 
=z ty tg teta . Vadinasi, sprendžiant už- 


davinį, reikia išvesti sumos S, formulę. Apskaičiavus S$. 
S, S3, S4, Ss, galima sakyti, kad S,=2— P , O tai įro- 
doma matematinės indukcijos metodu. 


GEOMETRINĖS TRANSFORMACIJOS 


P. Modenovas 


Straipsnyje aiškinamos plokštumos skritulinės transfor- 
macijos, nagrinėjama keletas uždavinių, o kiti pateikti sa- 
varankiškam sprendimui. 

§ L ir $ 2 duodama bendrų žinių apie transformacijas 
ir tos pagrindinės teoremos apie izometrines bei panašumo 
transformacijas, kuriomis bus remiamasi $ 4, įrodant eilę 
bendrų teoremų apie skritulines transformacijas. 

Geometrinės transformacijos gali būti naudojamos mo- 
kykloje, sprendžiant geometrinius brėžimo, įrodymo bei 
skaičiavimo uždavinius. 


$ 1. Bendros žinios apie transformacijas 


Jeigu Kiekvienam aibės R elementui M priskiriamas 
tam tikras tos pačios aibės elementas M, tai sakoma, kad 
duotas aibės R atvaizdavimas A aibėje R. 

Elementas M’ vadinamas elemento M vaizdu, o elemen- 
tas M — elemento M’ pirmavaizdžiu. Aibės R elemento M 
vaizdą atvaizdavime A kai kada žymėsime A (M). Aibės R 
atvaizdavimai A ir B vadinami tarpusavyje lygiais, jei pa- 
tenkinta tokia sąlyga: sakykime, M — bet kuris aibės R 
elementas; tada jo vaizdas ir atvaizdavime A, ir atvaiz- 
davime B bus toks pat, t. y. 


A(M)=B(M). 


Vadinasi, 
A=B 
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| tada ir tik tada, kai lygybė 
A(M)=B(M) 


bet kuriam aibės R elementui M. 

Jeigu aibės R atvaizdavime A kiekvienas aibės R ele- 
mentas turi pirmavaizdį, tai sakoma, kad aibė R atvaiz- 
duojama į aibę R. 

Aibės R atvaizdavimas į aibę R vadinamas abipus vie- 
nareikšmiu, jeigu: 

1°. Kiekvienas aibės R elementas M turi tik vieną vaiz- 
dą M’ aibėje R. 

2°, Kiekvienas aibės R elementas M’ turi tik vieną pir- 
mavaizdį M aibėje R. 

Kai kada 2° punktas pakeičiamas tokiais dviem: 2“. 
Kiekvienas aibės R elementas M’ turi pirmavaizdį aibėje R. 

3°. Bet kurie du skirtingi aibės R elementai M ir N turi 
du skirtingus vaizdus M’ ir N’. 

Aibės R transformacija vadinamas aibės R abipus vie- 
nareikšmis atvaizdavimas į aibę R 

Jeigu A — aibės R transformacija, tai transformacija, 
kuri kiekvienam elementui aibėje R priskiria jo pirmavaiz- 
dį, vadinama atvirkštine transiormacija A; ji žymima A-!. 

Aibės R transformacija E, kuri kiekvienam aibės R ele- 
mentui M priskiria jį patį, vadinama vienetine (arba ta- 
patinga). 

Jeigu A yra aibės R transformacija, o A~! — transfor- 
macija, atvirkštinė A, tai 


AA-1=>A-MA=E, 


l pastaba. Šiame paragrafe išdėstyto aibės trans- 
formacijos aiškinimo nereikia suprasti kaip šios sąvokos 
apibrėžimo. 

2 pastaba. Šiame straipsnyje aibe R daugiausia 
imama aibė visų euklidinės plokštumos taškų (atskirais 
atvejais aibė visų tiesės arba erdvės taškų); nagrinėja- 
mos kai kurios: šios aibės transformacijos (daugiausia 
skritulinės). 

Sakykime, kad A ir B — bet kurios dvi aibės R trans- 
formacijos. Imkime bet kurį elementą aibėje R. Tarkime, 
kad M' — elemento M vaizdas, atliekant transformaciją B, 
o M” — elemento M’ vaizdas transiormacijoje A. Tada ati- 
tinkamybė, kuri elementui M priskiria elementą M“, yra 


6. Užsak. Nr. 1337. 81 


aibės R transiormacija. Ji vadinama transformacijos A ir 
transformacijos B sandauga. Žymima taip: AB. 
Pavyzdys. Sakykime, kad R — visų kurios nors tie- 
sės / taškų aibė. Tiesėje / iiksuojame tašką O ir kryptinę 
atkarpą m. Raide A pažymėkime transiormaciją, kuri kiek- 
vienam tiesės taškui M priskiria tašką M“, simetrišką taš- 
kui M taško O atžvilgiu. Raide B pažymėkime transfor 


, 


8 A 
Men ann A M Q m 
N a 
B 


A 


1 brėž. 


maciją, kuri kiekvienam tiesės taškui M priskiria tašką M’, 
kurį gauname, tašką M perkėlę atkarpos m kryptimi, be 
to, MM'=m. 1 brėžinyje pavaizduoti tiesės I taško M vaiz- 
dai P ir Q transformacijose AB ir BA. Šie taškai yra skir- 
tingi, vadinasi, 

ABBA. 


Sis pavyzdys rodo, jog transformacijų sandauga (bend- 
ru atveju) nekomutatyvi. 


Klausimai 


1°. Išnagrinėtame pavyzdyje raskite taško O vaizdus 
transformacijose 4B ir BA. : 

29. Ar yra išnagrinėtame pavyzdyje toks taškas M, ku- 
rio atžvilgiu 

AB(M) =BA(M)? 

37. Sakykime, kad R — visų erdvės taškų aibė. Imkime 
dvi susikertančias ir tarpusavyje statmenas tieses l ir m. 
Tarkime, kad A — erdvės posūkis apie tiesę ! 90° kampu, 
o B — posūkis apie tiesę m 90° kampu. Ar teisinga lygybė 

AB=BA? 


Teorema. Aibės R transformacijų sandauga asocia- ` 
tyvi, t. y. 
A(BC)=(AB)C, 
čia A, B ir C —bet kurios aibės R transformacijos. 
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Įrodymas. Sakykime, kad M — bet kuris aibės R 
elementas, M’ — elemento M vaizdas transformacijoje C, 
M” — M" vaizdas transiormacijoje B ir M” — M" vaizdas 
transiormacijoje A. 

Remiantis transformacijų sandaugos apibrėžimu, ele- 
mentas M” yra elemento M vaizdas translormacijoje BC 
ir, vadinasi (vėl remiantis transformacijų sandaugos api- 
brėžimu), elementas M” yra elemento M vaizdas trans- 
formacijoje A (BC). 

Dėl šių priežasčių elementas M” yra elemento M’ vaiz- 
das transiormacijoje AB ir, vadinasi, elementas M“" yra 
elemento M vaizdas transtormacijoje (4B)C. Remdamiesi 
transformacijų lygybės apibrėžimu, rašome: 


A (BC) = (AB)C. 


Apibrėžimas. Aibės R transformacijų aibė G va- 
dinama grupe, jeigu patenkintos sąlygos: 

I. Jeigu A ir B— bet kurios dvi aibės R transformaci- 
jos, priklausančios aibei G, tai ir transformacija AB pri- 
klauso aibei G. 

II. Jeigu A — bet kuri aibės R transformacija, priklau- 
santi aibei G, tai transformacija A~! taip pat priklauso 
aibei G. 

Pastebėsime, kad vienetinė transformacija E visada 
priklauso transformacijų grupei. Iš tikrųjų, jei transfor- 
macija A priklauso grupei G, tai pagal II sąlygą jai pri- 
klauso ir transformacija 4-!, o tai reiškia (pagal I sąly- 
gą), kad grupei G priklauso ir transformacija A4A-!=E. 


$ 2. Izometrinės ir panašumo transformacijos 


Siame paragrafe pateikiame apibrėžimus ir kai kurias 
teoremas apie plokštumos izometrines ir panašumo trans- 
formacijas, kuriomis remsimės vėliau ($ 3 ir $ 4), nagri- 
nėdamį inversiją ir plokštumos skritulines transforma- 
cijas. 

Apibrėžimas. /zometrine (orlogonalia) plokštu- 
mos transformacija vadinama šios plokštumos transfor- 
macija A, tenkinanti tokią savybę: jei M ir N — bet kurie 
du duotos plokštumos R taškai, o M" ir N’ — jų vaizdai, al- 


83 


likus transformaciją A, tai aikarpa! MN lygi (kongruen- 
linė) atkarpai M'N'; 

MN=M'N'. 
Visų plokštumos izometrinių transformacijų aibė sudaro 
grupę. 

Eilė izometrinių transformacijų savybių ir jų klasifi- 
kacija remiasi orientacijos sąvoka. Jos esmę vaizdžiai ga- 
lima paaiškinti, lyginant du trikampius, kuriuose nurodyta 
kontūro apėjimo kryptis. Jeigu kontūro apėjimas abiejuose 
trikampiuose turi tą pačią kryptį, tai sakoma, kad jie vie- 
nodos orientacijos, o jeigu apėjimų kryptys priešingos — 
priešingos orientacijos? (2 brėž.). 


ayaq 


2 brėž. 


Jeigu koks nors trikampis MNP ir jo izometrinės trans- 
formacijos A vaizdas M'N'P' yra vienodos orientacijos, 
tai A vadinama pirmosios rūšies izometrine transformaci- 
ja arba judesiu. 

Jeigu trikampiai MNP ir M'N'P' yra priešingos orien- 
tacijos, tai A vadinama antrosios rūšies izometrine Irans- 
formacija. 

Sakykime, kad plokštumoje R duoti keturi taškai M, N, 
M’, N’ tokie, kad MN=M'N' Tada egzistuoja ir tik viena 
pirmosios rūšies izomet:inė transtermacija, kurioje atkar- 
pa M'N’ yra atkarpos MN vaizdas. Taip pat egzistuoja ir 


1 Čia atkarpa mes suprantame taškų porą. Atkarpų (ir kampų) ly- 
gybė (kongruentiškumas) suprantama vidurinės mokyklos kurso pras- 
me (ir apibūdinama atitinkamomis aksiomon:is). f 

„ 2 Orientacijos sąvokos plokštumoje apibrėžimas duotas knygoje 
[3], II skyr. $ 6. (Literatūros sąrašas pridedamas straipsnio pabaigoje.) 
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tik viena antrosios rūšies izometrinė transformacija, ku- 
rioje atkarpa M'N’ yra atkarpos! MN vaizdas. 

Pagrindinės izometrinės transformacijos yra pastūmi- 
mas, pasukimas, simetrija taško atžvilgiu (posūkis 180“) 
ir simetrija tiesės atžvilgiu. Su šiomis transtormacijomis 2 
mokiniai supažindinami vidurinėje mokykloje. 

Įrodysime šias teoremas. 

1 teorema (Salio). Bet kuri pirmosios rūšies izo- 
metrinė transformacija yra arba pastūmimas, arba pasu- 
kimas (atskiru atveju, pasukimas 180° apie kurį nors taš- 
ką, t. y. simetrija šio taško atžvilgiu). 

Įrodymas. Sakykime, kad M — kuris nors plokštu- 
mos taškas, N — taško M vaizdas pirmosios rūšies trans- 
formacijoje Æ, o P — taško N vaizdas toje pačioje trans- 
formacijoje. 

Tada galimi trys atvejai. 

1°. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje ir tos pa- 
čios krypties. Išnagrinėkime plokštumos pastūmimą T, ku- 
ris tašką M perkelia į tašką N; tada šis pastūmimas T 
tašką N perkels į tašką P. Vadinasi, pastūmimas T, būda- 
mas pirmosios rūšies izometrine transformacija, taip pat, 
xaip ir pirmosios rūšies izometrinė transformacija A, taš- 
ką M perkelia į N, o N —į P. Taigi A=7T. 

29. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje ir yra prie- 
šingų krypčių. Kadangi A — izometrinė transformacija, 
tai MN= NP, vadinasi, taškai M ir P sutampa. Taigi trans- 
formacija A tašką M perkelia į N, o N— į M. Bet šitaip 
yra ir atliekant plokštumos simetriją S atkarpos MN vi- 
durio taško O atžvilgiu. Kadangi, be to, A ir S yra pir- 
mosios rūšies izometrinės transformacijos, tai A=S. 

39. Atkarpos MN ir NP yra ne vienoje tiesėje. Įrody- 
kime, kad šiuo atveju transformacija A yra pasukimas 
apie tašką O, kuris yra statmenų, iškeltų iš atkarpų MN 
ir NP vidurių, susikirtimo taškas. 

Iš tikrųjų trikampiai MON ir NOP lygūs, nes MN=NP 
dėl transformacijos A izometriškumo, o lygybės OM= 
=O0N=0OP gaunamos pagal taško O brėžimą. Iš trikam- 
pių lygybės darome išvadą, kad % MON =% NOP. Be to, 
trikampiai MON ir NOP vienodos orientacijos, nes taškai 


! Orientacijos sąvokos apibrėžimas duotas knygoje [3], II skyr., 
$ 8. 
3 Ten pat [3], II skyr., $ 7, 
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M ir P yra skirtingose tiesės ON pusėse: Todėl pasuki- 
mas Q apie tašką O, keliantis tašką M į tašką N, perkels 
tašką N į tašką P. Vadinasi, pasukimas O, būdamas pir- 
mosios rūšies izometrine transformacija, kaip ir transfor- 
macija A, tašką M perkelia į M, o N — į tašką P, ir todėl 
A=0 (p. 88). 

Išvada. Jei A— pirmosios rūšies izometrinė rens- 
formacija, paliekanti nejudamu tašką O (t.y. taškas O ir 
jo vaizdas sutampa), tai A=Q, kur Q — tam tikras pasu- 
kimas apie tašką O. 

2 teorema. Bet kuri antrosios rūšies izometrinė 
transformacija A gali būti ir vieninteliu būdu gaunama 
kaip simetrijos S kurios nors tiesės / atžvilgiu ir lygiagre- 
taus šiai tiesei pastimimo I sandauga; be to, 


A=ST=TS. 


Įrodymas. Sakykime, kad M — kuris nors plokštu- 
mos taškas; N — taško M vaizdas transformacijoje 4, 
o P— taško N vaizdas toje pačioje transformacijoje A. 

Galimi trys atvejai. : 

1°. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje ir yra tos 
pačios krypties. Sakykime, kad 7 — plokštumos pastūmi- 
mas, kuriam esant, taškas M persikeliamas į tašką A; šis 
pastūmimas, suprantama, tašką N perkels į tašką P. Rai- 
de S pažymėkime plokštumos simetriją tiesės MN atžvil- 
giu. Transformacija ST (=7TS), kurią gavome sudauginę 
simetriją S ir pastūmimą T, kaip ir transformacija A, taš- 
ką M perkelia į M, o N —į P. Kadangi A ir ST yra ant- 
rosios rūšies izometrinės transformacijos, tai 


A=ST=TS. 


29. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje, bet priešin- 
gy krypčių. Kadangi A — izometrinė transformacija, tai 
MN =NP ir taip pat taškai M ir P sutampa. Išnagrinėkime 
simetriją S atžvilgiu tiesės, einančios per atkarpos MN 
vidurį ir jai statmenos Simetrija S, kaip ir transiormaci- 


ja A, taškus M ir N perkelia atitinkamai į N ir M, o ka-- 


dangi abi šios izometrinės transtormacijos yra antrosios 
rūšies, tai A=S. 

3°. Atkarpos MN ir NP ne vienoje tiesėje. Tiesę, einan- 
čią per atkarpų MN ir NP vidurį, pažymėkime /, o atkar- 
pos MP vidurio tašką — O. 
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Sakykime, kad S — plokštumos simetrija tiesės l at- 
žvilgiu, o T — plokštumos pastūmimas, perkeliantis taš- 
ką M į Q. Įrodykime, kad 

A=ST=TS. 


Sakykime, kad taško M vaizdas transtormacijoje S yra 
taškas F. Transformacija T tašką F perkelia į tašką O. 
Toliau transiormacijoje S taško M vaizdas bus taškas Q, 
o transtormacijoje T taško Q vaizdas — taškas P. Taigi ir 
transformacija A, ir TS (=ST) taškus M ir N perkelia 
atitinkamai į taškus N ir P, o kadangi ir A ir TS — antro- 
sios rūšies izometrinės transiormacijos, tai 


A=TS=ST. 


Dabar įrodykime, kad toks išreiškimo būdas yra vie- 
nintelis. 

Šiuo atveju pastebėkime, kad, jei T nėra tapatinga 
transformacija, tiesė I, kurios atžvilgiu imama simetrija S 
ir pagal kurią atliekamas pastūmimas yra vienintelė tiesė, 
atvaizdavime A pereinanti į save, t. y. bet kurio šios tiesės 
taško vaizdas yra šioje tiesėje. Iš tikrųjų bet kuri tiesė m, 
kertanti tiesę /, transiormacijoje TS pereis į tiesę m, skir- 
tingą nuo m. Bet kuri tiesė n, lygiagreti I, transformaci- 
joje TS pereis į tiesę n, lygiagrečią I, bet skirtingą nuo n. 
Todėl, jeigu būtų tokia tiesė /, kad A=T*S*, kur S* — si- 
metrija atžvilgiu /“, o 7* — pastūmimas pagal /*, tai tie- 
sė Į* „8 sutapti su l. Bet tada S*=S, o taip pat ir 
T* = 

Tsy ada. Jeigu antrosios rūšies izometrinė transfor- 
macija A turi nejudamą tašką, tai ji yra simetrija tiesės, 
einančios per šį tašką, alžvilgiu. 


Klausimai 


Ar sudaro grupę šios aibės: 

1. Visų pirmosios rūšies izometrinių transformacijų 
aibė? 

2. Visų antrosios rūšies izometrinių transformacijų 
aibė? 

3. Visų plokštumos pasukimų apie vieną ir tą patį taš- 
ką aibė? 

4. Visų plokštumos pasukimų apie visus plokštumos 
laškus aibė? 
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5. Duotas plokštumos pastūmimas A. Išreikškite jį dvie- 
jų simetrijų atžvilgiu dviejų lygiagrečių tiesių sandauga. 

Apibrėžimas Plokštumos R panašumo transfor- 
macija su koeficientu k>0 (arba tiesiog panašumo trans- 
formacija) vadinama plokštumos R transformacija A, tu- 
rinti tokig savybę: jeigu M’ ir N’ — taškų M ir N vaizdai 
transformacijoje A, tai 


M'N'=k. MN. 


Skaičius k vadinamas panašumo koeficientu. 

Visų plokštumos panašumo transformacijų aibė suda- 
ro grupę. 

Jeigu panašumo koeficientas k lygus 1, tai panašumo 
transformacija tampa izometrine transformacija. 

Jeigu A — plokštumos R panašumo transformacija, tai 
A-! yra panašumo transformacija (plokštumos R), kurios 


panašumo koeficientas lygus z (k — transformacijos A 


panašumo koeficientas) !. 

Panašumo transformacija A atvaizduoja bet kurios tie- 
sės / taškų aibę ir, be to, abipus vienareikšmiškai, į kurios 
nors tiesės l’ taškų aibę; tiesė l — vadinama tiesės / vaiz- 
du, o tiesė / — tiesės / pirmavaizdžiu transformacijoje A. 

Jei tiesės / ir m susikerta, tai susikerta ir jų vaizdai ! 
ir m, be to, atvaizdavime tiesių // ir m’ susikirtimo taš- 
kas M’ yra tiesių l ir m susikirtimo taško M vaizdas. 

Jei tiesės I ir m lygiagrečios, tai ir jų vaizdai V ir m 
yra lygiagretūs 

Plokštumos R, panašumo transformacija A bet kurio 
apskritimo C su spinduliu r taškų aibę abipus vienareikš- 
miškai atvaizduoja į tam tikro apskritimo C” su spindu- 
liu r’ taškų aibę; be to, apskritimo C centras O atvaizduo- 
jamas į apskritimo C’ centrą O“ ir r/=kr; čia R — trans- 
formacijos A panašumo koeficientas. 

Panašumo transformacija vadinama pirmosios rūšies 
panašumo transformacija, jei ji nekeičia bet kurio trikam- 
pio orientacijos. Tuo atveju, kai trikampio orientacija kei- 
čiasi priešinga, panašumo transformacija vadinama ant- 
rosios rūšies panašumo transformacija. 


! Plačiau apie panašumo transformacijos savybes žr. [3], III skyr,, 


§ 14, 15 
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Ėgzistuoja viena ir tik viena pirmosios rūšies panašu- 
mo transformacija, kuri du taškus M ir M transformuoja 
atitinkamai į du bet kuriuos taškus M’ ir NV. 

© Egzistuoja viena ir tik viena antrosios rūšies panašu- 
mo transformacija, kuri du taškus M ir N transformuoja 
į du bet kuriuos taškus M“ ir N’. 

Atskiras panašumo transformacijos atvejis yra homo- 
tetija. Imkime teigiamą skaičių k ir plokštumoje tašką O. 
Homotetija su centru taške O ir koeficientu k vadinama 
tokia transformacija, kuri kiekvienam plokštumos (arba 
erdvės) taškui M priskiria tašką M“, esantį spindulyje OM, 
ir kuriai galioja lygybė 


OM'=k-OM. 


Homotetijos H su centru taške O ir koeficientu k (>0) 
ir simetrijos S taško O atžvilgiu sandauga HS (=SH) kai 
kada vadinama homotetija su centru taške O ir (neigia- 
mu) koeficientu — k. 

Homotetiją su centru O ir koeficientu k mes Žžymėsi- 
me taip: (O; k). 


3 brėž. 


Homotetija yra panašumo transformacija su koelicien- 
tu R. 3 brėžinyje pavaizduotas piešinėlis ir jo vaizdai, kai 
homotetijos yra (0, 2) ir (0, = >). 

Homotetijų su tuo pačiu centru aibė sudaro grupę. 

„ Homotetija yra pirmosios rūšies panašumo transforma- 
cija. 

l teorema. Ber kuri panašumo transformacija A su 
koeficientu k1 yra arba homotetija, arba gali būti iš- 
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reikšta izometrinės transformacijos Q ir homotetijos H su 
koeficientu k ir centru bet kuriame plokštumos taške O 
sandauga. 

Įrodymas. Sakykime, kad A — plokštumos pana- 
šumo transformacija su koeficientu 4551, O — bet kuris 
plokštumos taškas, O' — jo vaizdas transformacijoje A. 
Imkime kurį nors tašką M, skirtingą nuo O, ir tegul jo 
vaizdas transftormacijoje A bus taškas M’. Išnagrinėkime 
homotetiją H su centru taške O ir koeficientu R.. 

Homotetija H tašką O palieka vietoje, o tašką M trans- 
formuoja į tokį tašką M*, kad OM*=k - OM. Bet O/'M'= 
=k. OM, vadinasi, O'/M'=OM*. Išnagrinėkime izometrinę 
transformaciją Q (tokios pat rūšies, kaip ir Æ), kuri taš- 
kus O ir M* transformuoja atitinkamai į taškus O" ir M’. 

Transformacija Q H, kaip ir transformacija A, taškus 
O ir M perkelia atitinkamai į taškus O“ ir M’, o kadangi 
šios dvi transformacijos yra tos pačios rūšies, tai 


A=0 A. 


Tuo atveju, kai taškai O ir M* sutampa atitinkamai su 
taškais O’ ir M’, transformacija Q bus tapatinga ir A=H, 
kur H — homotetija su centru taške O ir koeficientu k. 

2 teorema Bet kuri plokštumos panašumo trans- 
formacija A yra arba izomelrinė transformacija, arba iš- 
reiškiama homotetijos H su centru taške O ir pasukimo Q 
apie šį tašką (iskaitant ir simetriją taško O atžvilgiu —- 
pasukimą 180“) sandauga, kai A — pirmosios rūšies tirans- 
formacija, arba homotetijos H su centru taške O ir simel- 
rijos S atžvilgiu tiesės, einančios per tašką O, sandauga, 
jei A — antrosios rūšies transformacija. Transformacijos A 
išreiškimas minėtomis sandaugomis nepriklauso nuo dau- 
ginamųjų tvarkos ir yra vienintelis. 

Įrodymas. Sakykime, kad A — panašumo transfor- 
macija su koeficientu k. Jeigu k=1, tai A — izometrinė 
transformacija. Toliau, kai bus kalbama apie panašumo 
transformaciją A, visur laikysime, kad k1, t.y. kad pa- 
našumo transformacija A nėra izometrinė. 

I. Transformacija A — pirmosios rūšies panašumo 
transformacija su koeficientu k1. 

Imkime bet kurį tašką M; sakykime, kad NV — taško M 
vaizdas, o P — taško N vaizdas transiormacijoje 4. 

Tada 
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Galimi trys atvejai. 

1°. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje i ir yra tos 
pačios krypties. Imkime tiesėje MN tokį tašką O, nepri- 
klausantį atkarpai MN, kad 


Jeigu R>1, tai taškas O yra atkarpos MN tęsinys už 
taško M ir tuo pačiu nėra atkarpoje MP. Todėl 
OP „ON+NP _k-OM+k-MN O, 
ON OM+MN OM+MN Bá 


Jei k<1, tai taškas O yra atkarpos MN tęsinyje už 
taško N. Kadangi 


ON ON 


OM ~ ONYMN =k 


Xa =k, 


= 


tai ON >NP. Iš čia matome, kad taškas O yra atkarpos NP 
tęsinyje už taško P. Vadinasi, 
OP _ ON-NP _ k-OM-k.-MN 
ON OM-MN  OM-MN 


=k. 


Palyginkime transformaciją A su homotetija H, kurios 
koeficientas k ir centras taške O. Abi šios transformacijos 
taškus M ir N perkelia atitinkamai į taškus N ir P. Ka- 
dangi abi transformacijos yra pirmosios rūšies, tai A= H. 

29. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje ir priešingų 
krypčių. Tiesėje MN imame tašką O, esantį šalia atkar- 
pos MN, ir tokį, kad 


Jei kK>1, tai iš sąlygos 
NP 


E“ 


matyti, kad taškas P yra atkarpos MN tęsinyje už taš- 
ko M, todėl 


OP _ NP-ON _ k.MN-k-OM 


ON ~ MNZOM “ MNOM =k. 
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Jeigu k<I, tai 


NP NP k 


MN MOON 


arba , 
ON 
NP=k(OM+0N) =k (27 + ON) =ON(144), 
iš čia matyti, kad NP>ON, t. y. taškas O yra tarp taškų 


N ir P. Taigi 
OP NP-ON k-MN-k-OM 


ON = MNOM ` MNOM 78 
Gavome, kad 
ON _OP _} 
- OM ON T° 


taškai M ir N bei taškai N ir P yra skirtingose taško O 

pusėse. Išnagrinėkime simetriją S taško O atžvilgiu ir ho- 
motetiją H su centru taške O ir koeficientu k. Šių trans- 
formacijų sandauga HS=SH, kaip ir transformacija A, 
taškus M ir N perkelia atitinkamai į taškus N ir P, o ka- 
dangi abi šios transformacijos pirmosios rūšies, tai A= 
=HS=SH, 

3“. Atkarpos MN ir NP ne vienoje tiesėje. Brėžiame 
apskritimą K,, einantį per tašką M ir liečiantį tiesę NP 
taške N, ir apskritimą Kə, einantį per tašką P ir liečiantį 
tiesę MN taške N. Vienas šių apskritimų susikirtimo taš- 
kų yra taškas NM, o antrąjį susikirtimo tašką pažymėkime 
raide O. Sakykime, kad F — taškas, esantis atkarpos PN 
tęsinyje už taško NM, o L — taškas, esantis atkarpos MN 
tęsinyje už taško N. Tada S3MON=+FNM, nes jie ma- 
tuojami puse lanko MN; žNOP=+:LNP, nes abu matuo- 
jami puse lanko NP. Bet 4FNM=<:LNP (kaip kryžminiai), 


todėl 
< MON =<% NOP. 


Toliau X OMN=+ ONP, nes abu jie matuojami puse 
danko ON, priklausančio apskritimui K. 

Išnagrinėkime pasukimą Q apie tašką O, kuris spin- 
dulį OM perveda į spindulį ON. Tada spindulys ON per- 
eis į spindulį OP, nes 4 MON=+ NOP. Sakykime, kad 
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šis pasukimas taškus M it N perkelia atitinkamai į taš- 
kus M* ir N* (esančius atitinkamai spinduliuose ON ir 
OP). Kadangi pasukimas yra izometrinė transformacija, 
tai M*N*=MN ir % OM*N*= + OMN = < ONP. Iš čia 
matome, kad M*N* || NP. Išnagrinėkime dar ir homoteti- 
ją H su centru taške O, kuri tašką M* perkelia į tašką N. 
Kadangi M*N* || NP, tai ši homotetija tašką N* perkels 
į tašką P*. Homotetijos H koeficientas bus lygus 


NP NP g 
M*N* MN ~“ 

Pasukimo Q ir homotetijos H sandauga Q H=H Q taip 
pat, kaip ir transformacija A, taškus M ir N perkelia ati- 
tinkamai į taškus NM ir P, o kadangi abi transformacijos 
Q H ir A yra pirmosios rūšies, tai 


Q H=H Q=4A. 


Dabar įrodykime, kad jei A — pirmosios rūšies pana- 
šumo transformacija išreiškiama pasukimo ir homotetijos 
su centru nejudamame pasukimo taške sandauga, tai ši- 
taip išreikšti galima tik vieninteliu būdu. 

Iš tikrųjų, jeigu panašumo transformacija A=Q H, kur 
Q — pasukimas apie kurį nors tašką O (įskaitant ir pasu- 
kimą 180“), o H — homotetija šio taško O atžvilgiu, tai 
O — vienintelis nejudamas transformacijos A taškas. To- 
dėl jeigu A galima išreikšti kita sandauga Q*H* (čia 
Q* — pasukimas apie tašką O, o H* — homotetija taško O* 
atžvilgiu), tai taškai O* ir O sutampa. Iš lygybės 


matyti, kad 
HH*-1=8*6-1. 


Bet pasukimų sandauga Q*Q-! apie tašką O yra taip 
pat pasukimas arba tapatinga transformacija, vadinasi, 
HH*-! yra taip pat pasukimas arba tapatinga transfor- 
macija. Homotetijų to paties taško atžvilgiu sandauga ne- 
gali būti pasukimas, todėl HH*-! yra tapatinga transfor- 
macija. Iš čia gauname: H=H* ir Q=Q*. 

II. Transformacija A — antrosios rūšies panašumo 
transformacija su koeficientu k>£1. 
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Imkime bet kurį tašką M ir pažymėkime N — jo vaiz- 
dą. Tarkime, kad P — taško N vaizdas transtormacijoje A. 
Tada 


NP 
mN = 

1°. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje I ir tos pa- 
čios krypties. 

Kaip jau buvo įrodyta (žr. I, 1°), egzistuoja homote- 
tija H su koeficientu k ir centru taške O, esančiu tiesėje !, 
kuri tašką M perkelia į tašką N, o tašką N — į tašką P. 
Raide S pažymėkime simetriją tiesės / atžvilgiu. Simetri- 
ja S visus tiesės / taškus palieka vietoje. Todėl homoteti- 
jos H ir simetrijos S sandauga, kaip ir transformacija A, 
taškus M ir N perkelia atitinkamai į taškus N ir P, o ka- 
dangi abi transformacijos HS=SH ir A pirmosios rūšies, 
tai A=HS=SH. 

29. Atkarpos MN ir NP yra vienoje tiesėje l ir prie- 
šingų krypčių. Šiuo atveju egzistuoja homotetija H su 
koeficientu k ir centru taške O, esančiu tiesėje I! (žr. I, 2°), 
tokia, kad sandauga homotetijos H iš simetrijos taško O 
atžvilgiu taškus M ir N perkels atitinkamai į taškus NM 
ir P. Raide S pažymėkime simetriją atžvilgiu tiesės I*, 
einančios per tašką O ir statmenos tiesei I. Simetrija S 
tiesės / taškus perkels į jiems simetrinius taško O atžvil- 
giu. Todėl homotetijos H ir simetrijos S sandauga, kaip 
ir transformacija A, taškus M ir N perkels atitinkamai 
į taškus NM ir P, o kadangi transformacijos HS=SH ir 
A — abi antrosios rūšies, tai A=HS=SH. 

3°. Atkarpos MN ir NP ne vienoje tiesėje. Imkime at- 
karpose MN ir NP atitinkamai taškus F ir L tokius, kad 
NF:FM=PL:LN=k+1. Sakykime, kad M* ir N* — 
taškai, simetriški taškams M ir N tiesės FL atžvilgiu. Taš- 
kai M ir P yra vienoje tiesės FL pusėje, o taškas N — ki- 
toje, todėl taškai M* ir M yra vienoje tiesės FL pusėje 
(o M, N* ir P — kitoje). Taškų NM ir M* atstumų iki tie- 
sės FL santykis lygus k1, todėl šie atstumai skirtingi, 
vadinasi, tiesė M*N kirs tiesę FL kuriame nors taške O, 
esančiame ne atkarpoje M*N, nes taškai M* ir N yra vie- 
noje tiesės FL pusėje. 

Kadangi 
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tai 


NP k 
LN= a = 7 MM, 
o kadangi 
NF 
TM P 
tai 
FN= MN 
~ k+l i 


Taigi NL=FN ir < NFL=+: NLF. Kadangi taškai M* ir 
N* simetriški taškams M ir NM tiesės FL atžvilgiu, tai 
< N*FL=< NFL, vadinasi, + N*FL = £ NLF ir todėl 
M*N* || NP. i 

Įrodykime, kad tiesė N*P eina per tašką O. Tiesių NP 
ir ON* susikirtimo tašką pažymėkime P*. Kadangi M*N*|! 
INP, tai P*L: LN=N*F: FM=FN : FM=k, o PL: LN = 
=k, bet PL: LN =k, vadinasi, taškai P* ir P sutampa. Iš 
trikampių OM*N* ir ONP panašumo gauname, kad 

ON NP NP O, 


OM* “ M*N*“ MN 


Išnagrinėkime simetriją S tiesės FL atžvilgiu. Ši si- 
metrija taškus M ir N perkelia atitinkamai į taškus M“ 
ir N*. Homotetija H su centru taške O ir koeficientu k 
tašką M* perkels į tašką N, o tašką N* — į lašką P (nes 
M*N* || NP ir taško N* vaizdas turi būti spindulyje ON). 
Todėl transformacija HS=SH, kaip ir transformacija A, 
taškus M ir N perkelia atitinkamai į taškus N ir P, o ka- 
dangi abi transformacijos yra antrosios rūšies, tai A= 

Dabar įrodykime, kad jei antrosios rūšies panašumo 
transformacija išreiškiama simetrijos S tiesės / atžvilgiu 
ir homotetijos H su centru taške O, esančių tiesėje /, san- 
dauga, tai toks išreiškimo būdas yra vienintelis. Iš tikrųjų, 
O — vienintelis taškas, kuris, atliekant transformaciją A, 
nejuda. Todėl jeigu transformacija A bus išreikšta simet- 
rijos S tiesės /* atžvilgiu ir homotetijos H su centru taš- 
ke O*, esančiu tiesėje I“, sandauga, tai taškai O* ir O 
sutaps. Dabar iš lygybės 

SH=S*H* 
gauname 
S*-1S=H*H-!, 
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Simetrijų, atžvilgiu tiesių, einančių per tašką O, san- 
dauga S*-!S yra pasukimas apie šį tašką arba tapatinga 
transformacija. Homotetijų. turinčių tą patį centrą O, san- 
dauga H*H-! yra homotetija su tuo pačiu centru arba 
tapatinga transformacija. Bet S*-1S=H*H-!, vadinasi, 
abi šios transformacijos yra tapatingos ir todėl S=S*, 
"H=H*. 

3 teorema. Sakykime, kad A — plokštumos trans- 
formacija, pasižyminti tokiomis savybėmis: 

1°. Bet kurių trijų taškų M, N, P, esančių vienoje tie- 
sėje, vaizdai M’, N’, P' taip pat yra vienoje tiesėje. 

2°, Bet kurių keturių taškų M, N, P, Q, priklausančių 
vienam apskritimui, vaizdai M’, N’, P’, Q’ taip pat priklau- 
so vienam apskritimui. Tada A — panašumo transjorma- 
cija. 


Pastaba. Po to, kai buvo parašytas šis straipsnis, Maskvos 
Spalio rajono 2-osios vidurinės mokyklos X klasės mokinys Lionia Ša- 
pira (1969 m.) įrodė, kad I sąlygos, ką tik suformuluotos 3 teoremoje, 
galima atsisakyti. Jis įrodė tokią teoremą: „Jeigu euklidinės plokštu- 
mos transformacija P bet kuriuos keturis taškus, esančius viename 
apskritime, perkelia į keturis taškus, taip pat esančius viename apskri- 
time, tai P — panašumo transformacija. 

L. Šapiros straipsnis išspausdintas žurnale „MaTemaThka B MIKOJIE“. 


l pavyzdys. 1°. Bet kuriame trikampyje ABC trys 
taškai — aukštinių susikirtimo taškas L, pusiaukraštinių 
susikirtimo taškas G ir apibrėžto apskritimo centras O — 
yra vienoje tiesėje; taškas G yra tarp taškų O ir L ir at- 
karpą OL dalija santykiu 1:2, t. y. 


OG : GL=1:2. 


2°. Trikampio ABC kraštinių vidurio taškai, jo aukš- 
tinių pagrindai ir atkarpų, jungiančių aukštinių susikirti- 
mo tašką su viršūnėmis, vidurio taškai yra apskritime S, 
vadiname Oilerio apskritimu. Oilerio apskritimo spindu- 
lys lygus pusei apibrežto apskritimo spindulio; Oilerio ap- 
skritimo centras œ yra atkarpos OL (O — apibrėžto ap- 
skritimo centras, L — aukštinių susikirtimo taškas) vidurio 
taškas. 

Įrodymas. Imkime homotetiją H su centru G ir 


koeficientu k = — = Si transformacija trikampio ABC vir- 
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šūnės A, B, Č perves į priešais esančių kraštinių vidurį, 
todėl trikampio aukštinės pereis į statmenis, iškeltus iš 
trikampio kraštinių vidurio taškų (homotetija bet kurią 
tiesę perkelia į jai lygiagrečią tiesę). Vadinasi, trikampio 
aukštinių susikirtimo tašką L homotetija H perkels į taš- 
ką O, kuris yra statmenų, iškeltų iš trikampio kraštinių 
vidurio, susikirtimo taškas, t. y. į apibrėžto apie trikampį 
ABC apskritimo centrą. Iš čia gauname, kad taškai L ir O 
yra skirtingose taško G pusėse ir OG : GL=1:2 
Apibrėžtas apie trikampį ABC apskritimas K pereis 
į apskritimą S, einantį per trikampio kraštinių vidurį, be 
to, šis apskritimo centras œ homotetijos H atveju bus taš- 
ko O vaizdas, t. y. atkarpos OL vidurys; apskritimo S spin- 
dulys bus du kartus mažesnis už apskritimo K spindulį, 
nes aks Us koeficiento absoliutinis didumas yra ly- 


gus 5 . Kadangi apskritimo S centras œ yra atkarpos OL 


E tai jis lygiai nutolęs nuo taškų O ir L projekcijų 
į trikampio ABC kraštines Bet taško L projekcijos į tri- 
kampio ABC kraštines yra aukštinių pagrindai; todėl ap- 
skritimas S eis ir per trikampio ABC aukštinių pagrindus. 

Dabar išnagrinėkime homotetiją Hı su centru L ir koe- 


ficientu k= 2. Homotetija H, tašką O perves į atkar- 


pos LO vidurį œ (kaip ir homotetijos H atveju), o api- 
brėžtą apskritimą K perves į apskritimą su centru taš- 
ke œ ir spinduliu, du kartus mažesniu už apskritimo K 
spindulį. Vadinasi, homotetija Hı (kaip ir homotetija H) 
apskritimą K perkels į apskritimą S. Bet homotetija Hı 
taškus A, B, C perkels atitinkamai į atkarpų LA, LB, LC 
vidurį, kuris yra apskritime S. . 

Apskritimas S vadinamas devynių taškų apskritimu 
arba trikampio ABC Oilerio apskritimu. 

Pastaba. Išnagrinėkime homotetiją H= (L, 2). Ši 
homotetija tašką œ perkels į tašką O, o Oilerio apskriti- 
mą — į apskritimą su centru taške O ir spinduliu, dvigu- 
bai didesniu už Oilerio apskritimo spindulį. Taigi homo- 
tetija H> Oilerio apskritimą perves į apskritimą, apibrėž- 
tą apie trikampį ABC. Iš kitos pusės, trikampio 4BC vir- 
šūnių projekcijos A“, B/, C’ atitinkami į kraštines BC, 
/A, AB homotetijos H> atveju pereis į taškus, simetrinius 
taškui L tiesių BC, CA, AB atžvilgiu. Bet taškai ÆA’, B’, C’ 
yra Oilerio apskritime. Vadinasi, taškai, simetriški trikam- 
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pio aukštinių susikirtimo taškui L jo kraštinių atžvilgiu, 
yra apskritime, apibrėžtame apie šį trikampį (4 brėž.). 
2 pavyzdys. Nubrėžkime vienoje. plokštumoje tris 
panašius ir vienodos orientacijos trikampius B,4,45, 
A>45B;, B,A,B;. Įrodykime, kad keturkampis 4,4;454;, — 
lygiagretainis. - 


4 brėž. 


Sprendimas. Kadangi trikampiai B,A,A; ir B,A,B; 
panašūs ir tos pačios orientacijos, tai plokštumos posūkio 
apie tašką B, kampu = (B,4,, B,A;) ir homotetijos su 
centru taške B, bei koeficientu, lygiu B,A5: B,A;, sandau- 
ga tašką A, perves į tašką 45, o tašką A, — į tašką Bx: 
taigi trikampis B,A,4; pereis į trikampį Bi458>, vadina- | 
si, kampas (4,44, A2B2) lygus p. Bet kampas (4543, 4>B;) | 
taip pat lygus g, nes trikampiai B,A,A> ir 4>4;B> panašūs 
ir tos pačios orientacijos. Todėl (A44, A2B2) = (A243, 
A>B;), iš čia gauname, kad 4,4; ir A243 yra lygiagrečios. 
- Analogiškai įrodoma (tai daro mokiniai), kad A,A; ir 4544 
lygiagrečios, o tai įrodo, kad 4,4>454, — lygiagretainis 
(5 brėž.). 
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5 brėž. 


§ 3. Inversija 


Plokštumoje nubrėžiame apskritimą (O, r) (O — jo 
centras, r — spindulys). /nversija (šio apskritimo atžvil- 
giu) vadiname tokią plokštumos transformaciją, kuri kiek- 
vienam taškui M, skirtingam nuo O, priskiria tašką M“, 
esantį spindulyje OM ir tokį, kad 


OM -OM'=r?. 


Taškas O vadinamas inversijos poliumi arba centru, 
r? — inversijos laipsniu, apskritimas (O, r) — inversijos 
apskritimu. 

Inversiją su poliumi O ir laipsniu r žymėkime taip: 
(O, r?) arba viena raide, pavyzdžiui 7. 

Taško M vaizdas M’ inversijoje (O, 72) randamas taip: 

1. Jeigu taškas M yra inversijos apskritimo išorėje, tai 
iš taško M brėžiame šio apskritimo liestinę MT (T — lie- 
timosi taskas); taško T projekcija į OM ir bus taško M 
vaizdas M’. 

2. Jeigu taškas M yra inversijos apskritimo viduje, tai 
per tašką M brėžiame tiesę, statmeną OM; sakykime, kad 
T —vienas šio statmens ir apskritimo susikirtimo taškų; 
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tada apskritimo liestinė išvesta taške T, kirs OM tęsinį 
taške M’, kuris ir bus taško M vaizdas inversijoje (O, r2). 
Iš tikrųjų abiem atvejais 
OM -OM'=r?, 


Iš čia gauname, kad visi taškai, esantys inversijos ap- 
skritimo išorėje, inversijoje (O, r?) pereis į šio apskritimo 
vidų, o visi taškai, esantys nurodyto apskritimo viduje, 
pereis į jo išorės taškus; bet kuris inversijos apskritimo 
taškas M pereina pats į save, nes bet kuriam tokiam taš- 
kui OM . OM =r. 

Inversijos /= (O, 7?) ir simetrijos E taško O atžvilgiu 
sandauga ZE (= E/) kai kada vadinama inversija su 
poliumi O ir laipsniu —r? ir žymima taip: (O, —7?). 

Tokia inversija vadinama neigiama. 

Jeigu inversijoje / tašką M atitinka taškas M“, tai taš- 
ką M’ atitiks taškas M, t.y. inversijos / kvadratas yra 
tapatinga transformacija: /2=E. Transformacija, kurios 
kvadratas yra tapatinga transformacija, vadinama invo- 
liucine. Vadinasi, inversija — involiucinė transformacija. 

1 teorema. /nversija bet kuriuos keturis taškus, 
esančius apskrilime, neinančiame per inversijos polių, per- 
veda į keturis taškus, taip pat esančius apskritime, nei- 
nančiame per inversijos polių. 

Įrodymas. Išnagrinėkime inversiją (O, r?). Saky- 
kime, kad A, B, C, D — kurie nors keturi taškai apskriti- 
mo S, kuris neina per inversijos polių O. Šių taškų vaiz- 
dus inversijoje / pažymėsime raidėmis ÆA’, B’, C’, D’; tada 


0A'.0A=0B .-OB'=0C -OC'=0D .OD'=r2. (|) 


Sakykime, kad Ao, Bo, Co, Do yra antrieji tiesių OA, 
OB, OC, OD susikirtimo su apskritimu S taškai; taškai 
Ao, Bo, Co, Do egzistuoja, nes taškai A, B, C, D yra ap- 
skritime S, o jeigu tiesė turi su apskritimu vieną bendrą 
tašką M, tai ji turi su juo ir antrą bendrą tašką M“ (at- 
skiru atveju, jis gali sutapti su M, jei duota tiesė liečia 
apskritimą S). Pasinaudoję apskritimo stygų, einančių per 
tą patį tašką O, jei O yra apskritimo S viduje, atkarpų 
sandaugų pastovumu, arba kirstinių, einančių per vieną 
ir tą patį tašką O, jeigu taškas O yra apskritimo S išorėje, 
ir jų išorinių atkarpų sandaugų pastovumu, gauname ly- 
gybes: 

0A-O0A,;=0B-0B,;=0C -OC;=0D .-OD;=c (2) 
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Iš (1) ir (2) lygybių gauname: 


O” OB OC OD r 
Ol “ OB, OG OD T? 


t.y. A’, B', C’, D’ yra atitinkamai taškų Ao, Bo, Co, Do 
vaizdai homotetijoje H su centru taške O ir koeficientu G 


arba vaizdais taškų Ao, Bo, Co, Do transformacijoje H E 

čia L — simetrija taško O atžvilgiu (šis atvejis nA 
tuomet, kai taškas O yra tarp taškų Ao ir A’, Bo ir B’, 
Co ir Cc ir tarp Do ir D’), todėl Ao, Bo, Co ir Do bus viena- 
me apskritime S’. Apskritimas S“ gaunamas iš apskriti- 


mo S' homotetijos H = (o, 2) arba transformacijos H E 


būdu. 

l išvada. Inversija bet kurį apskritimą S, neinantį 
per inversijos centrą, abipus vienareikšmiai atvaizduoja 
į kurį nors apskritimą S, taip pat neinantį per inversijos 
centrą. 

Tarkime, kad S — bet kuris apskritimas, neinantis per 
I (O, r?) centrą O, o S' — jo vaizdas Hopuotesijaje 


H= a = arba transiormacijoje H X). 
o joj 


Tada: 

1) bet kurį apskritimo S tašką M inversijoje (O, r?) 
atitinka taškas M’, esantis apskritime S’ (taškas M’ gau- 
namas iš taško* Mo homotetijos H arba transformacijos 
HEX būdu); 

2) bet kuris apskritimo S' taškas M’ inversijoje /= 
= (O, r?) (arba transiormacijoje H E ) turi pirmavaiz- 
dį M, esantį apskritime S (taškas M yra taško M’o pirma- 
vaizdis; čia M’ə yra antrasis tiesės OM’ susikirtimo su 
apskritimu S“ taškas); 

3) pagaliau du skirtingus apskritimo S taškus M, ir Me 
atitinka (pagal inversijos apibrėžimą) du skirtingi taš- 
kai M“ 1 ir M’, 

2 išvada. Jeigu R — apskritimo S spindulys, R' — 
spindulys apskritimo S’, gauto iš apskritimo S inversijos 
(O, r?) būdu, o c=0P: 008 (P ir O — apskritimo S ir 


* M, — antrasis ir tiesės ỌM ir apskritimo s susikirtimo taškas. 
10 


bet kurios tiesės, einančios per tašką O, susikirtmo taš- 
kai), lai 


Pastaba. c=|d?—7?|, čia d — inversijos poliaus O 
atstumas nuo apskritimo S centro. 

2 teorema. Inversija bet kuriuos keturis taškus, 
esančius apskritime, einančiame per inversijos polių, per- 
veda į taškus, esančius vienoje tiesėje, neinančioje per 
inversijos polių (kol kas laikome, kad nė vienas minėtų 
keturių taškų nesutampa su inversijos centru). 

Įrodymas. Sakykime, kad A, B, C, D — keturi taš- 
kai, esantys apskritime S, einančiame per inversijos (O, r?) 
polių O (nė vienas taškų A, B, C, D nesutampa su O). 

arkime, kad E — taškui O diametraliai priešingas apskri- 
timo S taškas, o £' — jo (taško E) vaizdas inversijoje 
(O, r?). Per tašką E“ išveskime tiesę l, statmeną OE, o tie- 
sių OA, OB, OC, OD susikirtimo su tiese / taškus pažy- 
mėkime atitinkamai A“, B’, C’, D’. Jeigu taškas A sutam- 
pa su E, tai jo vaizdas A’ inversijoje (O, r?) sutaps su 
taško E vaizdu E“ toje pačioje inversijoje, t. y. taškas A“ 
yra tiesėje l. O jei taškas A nesutampa su E, tai trikam- 
pis OAE turi statų kampą A (OE — apskritimo S skers- 
muo). Antra vertus, AʻE’ LOE. Iš čia gauname, kad apie 
keturkampį AA'E/E galima apibrėžti apskritimą (kampai 
A ir E’ statūs), o todėl 0A-04'=0E -OE'=r?, t.y. A' 
yra taško A vaizdas inversijoje (O, 72). Analogiškai jro- 
dome, kad taškai B’, C’, D’ yra taškų B, C, D vaizdai in- 
versijoje (O, r°). 

l išvada. Bet kuris apskritimas S, einantis per in- 
versijos polių, abipus vienareikšmiai atsispindi tiesėje, 
neinančioje per inversijos polių (apskritimui nepriklauso 
inversijos polius O). 

2 išvada. Inversija bet kurią tiesę, neinančią per 
inversijos polių, abipus vienareikšmiai atsispindi apskriti- 
me, einančiame per inversijos centrą (inversijos polius O 
apskritimui nepriklauso). 

3 teorema. Inversija bet kuriuos vienos tiesės, ei- 
nančios per inversijos centrą, keturis taškus perveda į ke- 
luris tos pačios tiesės taškus (čia laikome, jog nė vienas 
nurodytų keturių taškų nesutampa su inversijos centru). 
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4 teorema. Inversijos transformacija nekeičia kam- 
po tarp dviejų apskritimų, kampo tarp apskritimo ir tiesės 
ir kampo tarp dviejų tiesių !. 

Įrodymas. Pradžioje pastebėsime, kad inversija, 
išlaiko apskritimų lietimąsi ir apskritimo lietimąsi su tie- 
se. Išnagrinėkime du susikertančius apskritimus S; ir S2. 
Sakykime, kad M — vienas jų susikirtimo taškų, nesutam- 
pančių su inversijos centru O, o l ir l— apskritimų S, 
ir Sə liestinės taške M; tada kanıpas tarp /, ir lą pagal api- 
brėžimą ir bus kampas tarp susikertančių apskritimų Sı 
ir So. Jeigu tiesės I, ir l neina per inversijos centrą O, 
tai jų vaizdai yra apskritimai V, ir l2, kurių skersmenys, 
einantys per tašką O, atitinkamai statmeni lı ir l2, todėl 
kampas tarp apskritimų V ir V» liestinių taške O lygus 
kampui tarp l ir l» Kadangi inversija išlaiko lietimąsi, 
tai kampas tarp /1 ir V» bus lygus kampui tarp apskriti- 
my? S, ir Sz vaizdų S“, ir S’. 

Jeigu viena tiesių /, ir l2, pavyzdžiui lı eina per inver- 
sijos centrą, tai inversijoje ji pereis pati į save; tiesė Ib 
pereis į apskritimą l2, kurio skersmuo, einantis per taš- 
ką O, bus statmenas /5, o tai reiškia, kad lə liestinė taš- 
ke O bus lygiagreti /5; kampas tarp V, ir V» bus lygus 
kampui tarp hı ir lọ Pagaliau, jeigu abi tiesės /, ir l2 eina 
per inversijos centrą, t. y. kertasi inversijos centre O, tai 
taškas O yra abiejuose apskritimuose S, ir S2; šie apskri- 
timai pereina į tieses S“, ir S'o, lygiagrečias lı ir Ip. 

Pastaba. Būtų galima parodyti, kad inversija išlai- 
ko kampus tarp bet kurių dviejų susikertančių kreivių, tu- 
rinčių liestines kiekviename savo taške. Transformacijos, 
išlaikančios kampus tarp kreivių, vadinamos konforminė- | 
mis. Todėl inversija yra konforminė transformacija. 

Dabar pakalbėsime apie prietaisus, vadinamus inverso- 
riais. Jais naudojantis, daug lengviau galima nubrėžti li- 
nijos L vaizdą L“ inversijos atveju. 

Poseljė inversorius. Sakykime, kad MPM’Q — rombas; 
O — taškas, lygiai nutolęs nuo taškų P ir Q (OP=00). 
Laikykime, kad rombas yra šarnyrinis, taškas O nejuda- 
mas ir sujungtas šarnyrais su P ir Q 


! Kampu tarp dviejų susikertančių apskritimų vadinamas kampas 
tarp liestinių, išvestų šiems apskritimams jų bendrame taške. Kampu 
tarp apskritimo ir jį kertančios tiesės vadinamas kampas tarp šios 
tiesės ir apskritimo liestinės, išvestos jų susikirtimo taške. 

2 Pastebėsime, kad S', ir S'> gali būti tiesės. 
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Siuo atveju, jei taškas M brėžia kurią nors liniją L, 
tai taškas M’ brėžia liniją L’, kuri yra linijos L vaizdas 
inversijoje (O, OP2— PM?) (6 brėž.). 
> Įrodymas. Taškai M, M’ ir O yra lygiai nutolę nuo 
taškų P ir Q, ir todėl yra stalmenyje, iškeltame iš atkar- 
pos PQ vidurio. Nubrėžkime ap- 
skritimą (P; PM). Sandauga OM, 
OM’ lygi 


OP?— PM?. 


Sakykime, kad S — atkarpos 
PQ vidurys, tada OM-.OM'= 
=(0S—O0M) (O0S4+0M') = (0S— 
—SM) (OS + SM) = O0S2—SM2= 
=OP2—SP2— (MP?—SP?, =0P2— 
— MP2, 


0 


6 brėž. 7 brėž. 


Atskiru atveju, jeigu taškas M brėžia apskritimą, einan- 
tį per tašką O, tai taškas M’ brėžia tiesę. Todėl Poseljė 
inversorius, kaip ir Garto inversorius (žr. toliau) leidžia 
apskritiminį judesį mechaniškai paversti tiesialinijiniu. 

Garto inversorius. Sakykime, kad ABCD — antilygia- 
gretainis (t. y. ABDC — lygiašonė trapecija, BD ir AC jos 
lygiagretūs pagrindai, AD ir BC — įstrižainės). Atkarpo- 
je AB pažymime tašką O. Dar pažymėkime tašką M at- 
karpoje AD ir tašką M’ atkarpoje BC taip, kad taškai 9, 
M ir M’ būtų vienoje tiesėje. Taškuose A, B, C, D, 
šarnyrai; taškas O nejudamas. 

Jeigu dabar antilygiagretainį ABCD deformuosime, tai 
sandauga OM . OM’ visą laiką liks pastovi, t. y. jeigu taš- 
kas M brėš liniją L, tai taškas M’ brėš liniją L“, gautą, 
panaudojus linijos L inversiją su centru taške O (7 brėž.). 
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Įrodymas. Jeigu antilygiagretainis ABCD šarnyri- 
nis, tai po deformacijos jis lieka antilygiagretainis !. 

Antra vertus, tiesės OM ir OM’, lygiagrečios trapecijos 
pagrindams BD ir AC pradinėje figūros padėtyje, išliks 
joms lygiagrečios ir prie deformacijos. 

Iš tikrųjų, 


šios proporcijos išliks ir antilygiagretainio deformacijoje. 
Atskiru atveju, iš to, kas pasakyta, gauname, kad taš- 
kai O, M ir M’ lieka vienoje tiesėje. 

Toliau iš trikampių panašumo gauname: 


Bet apie trapeciją ABDC galima apibrėžti apskritimą, 
todėl 


AB?+ BD . AC=AD??, 
o iš čia: ` 
BD . AC=AD?— AB? (1) 


ir galutinai: 


,  O0A.-0B 
OM -OM'= “r (AD?-AB)). 


Todėl po inversijos, kurios centras taške O ir laipsnis 


k= SB (AD?—AB?), taškas M’ yra taško M vaizdas. 


! Zr. [1], d. I, VI skyr., p. 53—54. 

2 Ši lygybė išvedama iš Ptolemėjaus teoremos: bet kuriame įbrėž- 
tame į apskritimą iškiliame keturkampyje įstrižainių sandauga lygi 
priešingų kraštinių sandaugų sumai. Ją galima išvesti, ir nesinaudojant 
Ptolemėjaus teorema. > 


8. Užsak. Nr. 1337. 105 


§ 4. Skritulinės transformacijos 


Inversijoje (O, r?) inversijos centras O neturi jį ati- 
tinkančio plokštumos taško (vaizdo). 

Kad inversija (O. r?) būtų abipusiai vienareikšmis 
plokštumos atvaizdavimas joje pačioje, t. y. transiormaci- 
ja, papildysime euklidinę plokštumą vienu be galo nuto- 
lusiu tašku. $ 

Euklidinę plokštumą, papildytą vienu be galo nutolu- 
siu tašku, vadinsime konformine plokštuma. Bet kurį šios 
plokštumos tašką, skirtingą nuo be galo nutolusio, vadin- 
sime realiu. l 

Susitarkime, kad šis be galo nutolęs taškas yra bet 
kurioje euklidinės plokštumos tiesėje, bet nepriklauso jo- 
kiam euklidinės plokštumos apskritimui. 

Koniorminėje plokštumoje dvi susikertančios tiesės, 
kaip ir du susikertantys apskritimai, turi du bendrus taš- 
kus: vieną — „baigtinį“, kitą — „be galo nutolusį“. 

Dvi lygiagrečios tiesės konforminėje plokštumoje turi 
bendrą be galo nutolusį tašką; šiuo atveju, tarkime, kad 
šiame taške jos liečia viena kitą. 

Susitarkime taškui O inversijoje (O, r?) skirti be galo 
nutolusį tašką ir atvirkščiai, be galo nutolusiam taškui — 
tašką O. Šiuo atveju galios du teiginiai: ė 

1. Inversija yra abipusiai vienareikšmis konforminės 
plokštumos atvaizdavimas į save, t. y. inversija yra trans- 
formacija. 

2. Inversija išlaiko apskritimų ir tiesių lietimąsi. Su- 
sitarkime konforminės plokštumos tiesę vadinti „be galo 
didelio spindulio“ apskritimu. 

Skrituline konforminės plokštumos transformacija va- 
diname tokią šios plokštumos transformaciją, kuri bet 
kuriuos keturis taškus, esančius viename apskritime, per- 
veda į keturis taškus, taip pat esančius viename apskri- 
time. Čia apskritimu vadiname ir tiesę (be galo didelio 
spindulio apskritimą). 

1 teorema. (Pagrindinė teorema.) Bet kuri skritu- 
linė transjormacija K yra arba panašumas, arba inversija, 
arba gali būti išreikšta inversijos ir panašumo sandauga. 

Įrodymas. I atvejis. Skritulinė transtormaci- 
ja K palieka vietoje be galo nutolusį tašką. 

Siuo atveju bet kurie trys realūs ir esantys vienoje tie- 
sėje plokštumos taškai pereina į tris realius taškus, taip 
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pat esančius vienoje tiesėje. Iš tikrųjų tiesė, kurioje yra 
nagrinėjami trys taškai, eina per be galo nutolį tašką. Ši 
tiesė turi pereiti arba į tiesę, arba į apskritimą. Tačiau ji 
negali pereiti į apskritimą, nes be galo nutolęs taškas 
nejuda. 

Be to, transiormacija K apskritimą perveda į apskriti- 
mą ir todėl K yra panašumas (102 psl.). 

Taigi konforminės plokštumos skritulinė transformaci- 
ja, paliekanti vietoje be galo nutolusį tašką, yra pana- 
šumas. 

II atvejis. Konforminės plokštumos skritulinė 
transformacija be galo nutolusį tašką perkelia į realų 
tašką O. 

Išnagrinėkime inversiją /, kurios centras yra taškas O. 
Inversija yra skritulinė transformacija. Todėl KZ taip pat 
yra skritulinė transformacija, kuri palieka vietoje be galo 
nutolusį tašką; dėl to ji yra panašumo transformacija: 


KI =P. 
Iš čia (KI)I=PI, arba 
K(I) =P. 


Bet /?=E — tapatinga transformacija, todėl 
K=PĮ. 


Pastaba. Inversija /, kaip ir skritulinė transforma- 
cija K, be galo nutolusį tašką perkelia į realųjį tašką O, 
todėl iš K=P/ gauname, kad panašumas P tašką O pa- 
lieka vietoje. Taigi panašumas P yra sandauga kurios nors 
homotetijos su centru taške O ir pasukimo apie tašką O 
arba sandauga homotetijos, kurios centras taškas O, ir si- 
metrijos tiesės, einančios per tašką O, atžvilgiu. 

2 teorema. Jeigu skritulinė transformacija K nėra 
panašumas, tai ją galima išreikšti sandauga K=QI izo- 
metrinės transformacijos Q, turinčios nejudamą tašką O 
ir inversijos I, kurios centras tas pats taškas O. Šis K iš- 
reiškimas sandauga yra vienintelis, be to 


QI = 18. 
Įrodymas. Kadangi transformacija K nėra pana- 


šumas, tai ši transformacija be galo nutolusį tašką perke- 
lia į realųjį tašką O. 
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Sakykime, kad M — kuris nors realus, skirtingas nuo O, 
plokštumos taškas, o M’ — jo vaizdas transformacijoje K. 
Imkime inversiją /, kurios centras taškas. O ir inver- 
sijos koeficientas k=0OM . OM’. Tarkime, kad P — taško M 
vaizdas inversijoje /; tada taškas P yra spindulyje OM ir 


OP . OM=0M . OM’, 


iš čia OP=OM'. Matome, kad inversija Z su centru O’ ir 
koeficientu k=0M . OM’ tašką M perkelia į tašką P, nu- 
tolusį nuo taško O tokiu pat atstumu, kaip ir taškas M, 
kuris yra taško M vaizdas transtormacijoje K. Todėl pa- 
našumas P formulėje K=P/ yra arba posūkis Q apie taš- 
ką O, arba simetrija tiesės, einančios per tašką O, at- 


žvilgiu: 
K=OI. 


Dabar įrodykime, kad šis transformacijos K išreiški- 
mas yra vienintelis. Sakykime, kad K=0,/,, čia I, — in- 
versija, kurios centras O, o Qı — posūkis apie O. Iš ly- 
gybės 

8 = 9,1 
gauname 
Q7' Q=. 


Kadangi izometrinių transformacijų aibė sudaro gru- 
pẹ, tai Q7'Q yra izometrinė transformacija. Bet I= 
=Q7! Q, taigi /,/ yra izometrinė transformacija. Bet dvie- 
jų inversijų su koeficientais 72, rį bei tuo pačiu centru O 
sandauga yra homotetija, kurios centras O. Sakykime, 
kad M — bet kuris realus konforminės plokštumos taš- 
kas, M' —jo vaizdas inversijoje / (su koeficientu r? ir 
centru O), o M” — vaizdas taško M’ inversijoje /1 (su 
koeficientu r? ir tuo pačiu centru O). Tada visi taškai M, 
M’, M" yra viename spindulyje OM ir OM -OM'=r*, 
OM' -OM"=rį , todėl OM” : OM=r?: 12. Vienok homote- 
tija gali būti izometrinė transformacija tik tuo atveju, jei- 
gu jos koeficientas lygus +1, t y. kada ji virsta tapatinga 
transformacija. Taigi /,/= E; iš čia I,=/. Dabar iš lygy- 
bės O/=0,/, gauname Q=Q;. 

1 išvada. Bet kuri skritulinė transformacija K belt 
kurį apskritimą abipus vienareikšmiai atvaizduoja į ap- į 
skrilimą. 
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Iš tikrųjų šia savybe pasižymi panašumo ir inversijos 
transformacijos. 

2 išvada. Visų plokštumos skritulinių transforma- 
cijų aibė sudaro grupę. 

Iš tikrųjų: 1) dviejų skritulinių transformacijų sandau- 
ga yra skritulinė transformacija; 

2) transformacija, atvirkštinė skritulinei transformaci- 
jai, taip pat yra skritulinė. 

Sakykime, kad K — bet kuri skritulinė transformacija. 
Įrodėme, kad ją galima išreikšti sandauga K=P/; čia I — 
inversija su centru O, o P — panašumas, paliekantis vie- 
toje tašką O. Iš čia! gauname, kad K-!=/-1P-1=/P-1 — 
skritulinė transformacija, nes / ir P-! — skritulinės trans- 
formacijos. 

3 teorema. Jeigu skritulinėje transjormacijoje K 
trys taškai A, B, C nejuda, tai K yra arba tapatinga trans- 
formacija, arba inversija apskritimo, einančio per šiuos 
tris taškus, alžvilgiu (atskiru atveju, jei taškai A, B, C 
yra vienoje tiesėje, inversija išsigimsta į simetriją šios 
tiesės atžvilgiu). 

Įrodymas. Sakykime, kad A, B, C —trys konfor- 
minės plokštumos taškai, kuriuos skritulinė transformaci- 
ja K palieka vietoje. Jei K — panašumas, nekeičiantis 
orientacijos, tai jis turi būti ir tapatinga transformacija, 
nes du šių trijų taškų A, B, C būtinai realūs, o panašu- 
mas, nekeičiantis orientacijos ir paliekantis vietoje du rea- 
lius taškus, yra tapatinga transiormacija. 

Jei K yra inversija, tai inversijos apskritimu turi būti 
apskritimas, einantis per taškus A, B, C (jei taškai A, 
B, C yra vienoje tiesėje, tai šis apskritimas virsta tie- 
se ABC, o inversija — simetrija šios tiesės atžvilgiu). 

Jei K=O/, kur / — inversija, kurios centras taškas O, 
o Q — izometrinė transformacija su nejudamu tašku O, 
tai iš taškų A, B, C nejudamumo gauname, kad šie taš- 
kai turi būti inversijos apskritime (priešingu atveju 
OA'550A, čia A' — taško A vaizdas inversijoje I, ir izo- 
metrinė transformacija Q negalėtų taško A“ perkelti į taš- 
ką A), o kadangi I — inversija, tai Q — tapatinga trans- 
formacija. Taigi K ir šiuo atveju yra inversija atžvilgiu 
apskritimo, einančio per taškus A, B, C. Pagaliau K ne- 


! Jeigu A ir B bet kokios plokštumos R rap reela tai 
LT 14-!: iš tikrųjų S 1B-)=A (B(B-4-!))= 
A ((BB-14-!)=A(EA-)= 
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gali būti panašumas, keičiantis orientaciją (arba antro- 
sios rūšies izometrine transformacija), jei taškai A, B, C 
yra ne vienoje tiesėje. Jeigu taškai A, B, C yra vienoje 
tiesėje, o K — panašumas (arba antrosios rūšies izomet- 
rinė transformacija), keičiantis orientaciją ir paliekantis 
vietoje nurodytus taškus, tai K yra simetrija tiesės, einan- 
čios per šiuos taškus, atžvilgiu. 

4 teorema. Egzistuoja ir, be to, tik dvi skrilulinės 
transformacijos, kurios bet kuriuos tris konforminės plokš- 
tumos taškus A, B, C perveda į bet kuriuos tris tos pačios 
konforminės plokštumos taškus A’, B’, C’. 

Įrodymas. Sakykime, kad // — inversija su cent- 
ru A, I — inversija su centru A“. Tarkime, kad B, ir Ci — 
vaizdai taškų B ir C inversijoje J, o B', ir C/, — vaizdai 
taškų B’ ir C’ inversijoje Io. 

Sakykime, P — panašumas, pervedantis atkarpą B,C, 
į B C'. Tada skritulinė transformacija K=/5P/, taškus A, 
B, C perveda į taškus A“, B’, C’. 

Tarkime, K, ir K+ — skritulinės transformacijos, kurių 
kiekviena taškus A, B, C perkelia atitinkamai į taškus A’, 
B’, C’. Tada skritulinė transformacija Kr!K; taškus A, 
B, C palieka vietoje. Iš čia pagal 3 teoremą gauname, kad 
galimas vienas dviejų atvejų: arba Kr!K;=E, čia E — 
tapatinga transformacija, iš čia K,= Ks; arba K;"Ks=1, 
čia I — inversija apskritimo, einančio per taškus A, B, C, 
atžvilgiu (arba simetrija tiesės ABC atžvilgiu, jei taš- 
kai A, B, C yra vienoje tiesėje). Iš čia gauname, kad 


Ks= K|J. 


Todėl jei K, — skritulinė transformacija, pervedanti 
taškus A, B, C atitinkamai į taškus A“, B“, C’, tai bet kuri 
skritulinė transformacija Kə, pervedanti taškus A, B, C 
atitinkamai į taškus A“, B’, C’, arba sutampa su Ki, arba 
lygi K,/; čia / — inversija apskritimo, einančio per taš- 
kus A, B, C, atžvilgiu (tuo atveju, kai taškai A, B, C yra 
vienoje tiesėje, / — bus simetrija tiesės 4BC atžvilgiu). 

Pastaba. Analogiškai apibrėžiama ir inversija erd- 
vėje. Euklidinė erdvė papildoma iki konforminės vienu be 
galo nutolusiu tašku. Inversijos erdvėje atveju sferos, 
neinančios per inversijos centrą, vaizdas bus sfera, taip 
pat neinanti per inversijos centrą, o sferos, einančios per 
inversijos centrą, vaizdas bus plokštuma, neinanti per in- 
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versijos centrą. Inversija yra konforminė transformacija. 
Pagrindinė teorema -- 1 teorema galioja ir konforminei 
erdvės inversijai. Įrodymas analogiškas. 


S 5. Brėžimo uždavinių sprendimas tik skriestuvu 


Siame paragrale tiesę laikykime duota, jeigu plokštu- 
moje yra pažymėti du skirtingi tos tiesės taškai. Apskri- 
timą laikykime duotu, jeigu žinomas jo centras ir spindu- 
lys arba jeigu duoti trys šio apskritimo taškai. Apskriti- 
mą su centru taške O ir spinduliu OM žymėkime: (O, OM). 
Apskritimą, nusakytą trimis ant jo esančiais taškais 4, 
B, C, žymėkime: (ABC). 

Išnagrinėkime kai kuriuos pagrindinius brėžimo užda- 
vinius, sprendžiamus tik skriestuvu. Daugelio jų sprendi- 
mas siejasi su inversijos (O, r?) panaudojimu. 

Remdamasis šiais brėžimo uždaviniais, XVII amžiaus 
danų matematikas G. Moras įrodė, kad visus uždavinius, 
išsprendžiamus liniuote ir skriestuvu, galima išspręsti tik 
skriestuvu. 

Šį teiginį XVIII amžiaus gale įrodė ir italų matemati- 
kas Maskeronis. Todėl kai kurie brėžimo uždaviniai, spren- 
džiami tik skriestuvu, dažnai siejami su Maskeronio var- 
du (Maskeronio geometrija, Maskeronio uždavinys ir t. t.). 

l uždavinys. Duoti atkarpos 4B galiniai taškai. 
Atkarpos AB tęsinyje už taško B atidėkite tokį tašką C, 
kad AC=n . AB; čia n — natūrinis skaičius. 

Sprendimas. Brėžiame apskritimus (A, AB) ir 
(B, BA). Sakykime, taškas P yra vienas šių apskritimų 
susikirtimo taškų. Brėžiame apskritimą (P, PA), tarkime, 
kad Q — antrasis šio apskritimo ir apskritimo (B, BA) 
susikirtimo taškas. Brėžiame apskritimą (Q, QB). Saky- 
kime, kad R — antrasis šio ir (B, BA) apskritimų susikir- 
timo taškas. Taškas R yra atkarpos AB tęsinyje už taš- 
ko B, be to, AB=BR (8 brėž.). 

Iš tikrųjų gauname, kad R yra įbrėžto į apskritimą 
(B, BA) taisyklingo šešiakampio viršūnė, esanti prieš vir- 
šūnę A. Analogiškai toliau brėždami, galime rasti tokį 
tašką C, esantį atkarpos AB tęsinyje už taško B, kad 
AC=n. AB; čia n — bet kuris natūrinis skaičius. 

2 uždavinys. Naudodamiesi tik skriestuvu, raski- 
te tašką M’, kuris būtų taško M vaizdas inversijoje (O, r?°). 
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Sprendimas. 1°. 0M> 5 Jeigu taškas M yra 


inversijos apskritime, tai jo vaizdas M’ sutampa su taš- 
ku M, todėl laikykime, kad taškas M’ yra skritulio viduje 
(9 brėž.) arba jo išorėje (10 brėž.). 


ATA 
O 


8 brėž. 9,brėž. 


Abiem atvejais brėžiame apskritimą (M, MO). Saky- 
kime, kad X ir Y — šio ir inversijos apskritimų susikirti- 
mo taškai. Brėžiame apskritimus (X, XO ir Y, YO); ant- 
rasis šių apskritimų susikirtimo taškas yra taškas M“. 

Iš tikrųjų, kadangi taškai X ir Y yra simetriniai tie- 
sės MO atžvilgiu, o apskritimai (X, XO ir Y, YO) ly- 
gūs, tai antrasis jų susikirtimo taškas M’ yra spinduly- 


10 brėž. 
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je OM. Toliau: jei H — apskritimo (M, MO) taškas, dia- 
metraliai priešingas taškui O, o E — atkarpų XY ir OM 
susikirtimo taškas (E — atkarpos OM’ vidurys; nei taš- 
ko H, nei taško E brėžinyje atidėti nereikia, jie įvedami 
tik įrodymui), tai 


r?=0X?=0H -OE=O0M . OM’. 


29. OM< 5. Siuo atveju apskritimas (M, MO) neker- 
` ta inversijos apskritimo. Spindulyje OM atidedame taš- 
ką N tokį, kad n. OM=0N ir kad ON> 5 Randame taš- 


ką M’, kuris gautas inversijoje (0, r?), iš taško N (1° at- 
vejis) ir spindulyje ON’ randame tašką M’ tokį, kad 
OM'=n-ON. Tada 


OM -OM'= -n ON'=0N ON" =r?. 


Iš šio uždavinio sprendimo gauname tokio uždavinio 
sprendimą: naudodamiesi tik skriestuvu, atkarpoje AB 
randame tokį tašką C, kad n-AC=AB. Iš tikrųjų atkar- 
pos AB tęsinyje už taško B pažymėkime tašką C’ tokį, 
kad AC’=n. AB (1 uždavinys). Sakykime, C — taško C” 
vaizdas inversijoje (A, AB?) (2 uždavinys). Taškas C — 
T nes AC . AC'=AB?;, AC.n. AB=AB?, AC. n= 


2 uždavin ys. Naudodamiesi tik skriestuvu, nubrėž- 
kite apskritimą C, kuris būtų tiesės C, neinančios per 
tašką O, vaizdas inversijoje (O, 12). Tiesę laikykime duo- 
ta pagal du skirtingus joje esančius taškus X ir Y. 

Sprendimas. Apskritimas C’ eina per tašką O. 
Sakykime, kad P — antrasis apskritimų (X; XO) ir (Y; 0) 
susikirtimo taškas. Randame (tik skriestuvu) taško P vaiz- 
dą P’ inversijoje (O, 72). Ieškomas apskritimas C’`yra 
apskritimas (P'; P'O) (11 brėž.). Iš tikrųjų, jeigu E — at- 
karpų XY ir OP susikirtimo taškas (E — vidurys OP), 
o E' — taškas apskritime (P'; P'O), diametraliai priešin- 
gas taškui O, tai 


r?=0P . OP'=0E. OF. 


4 uždavinys. Naudodamiesi tik skriestuvu, nu- 
brėžkite dviejų tiesių susikirtimo tašką, jei viena tiesė nu- 
sakyta taškais A ir B, o antroji — taškais C ir D. 
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Sprendimas. Nubrėžkime plokštumoje bet kurį 
apskritimą S. Po to nubrėžkime (naudodamiesi tik skries- 
tuvu) apskritimus K, ir Kə, kurie būtų vaizdai duotų tiesių 

inversijoje apskritimo S at- 
žvilgiu. Tarkime, kad M' — 
apskritimų K, ir K; susikir- 
timo taškas Raskime (tik 
skriestuvu) taško M’ vaiz- 


dą M inversijoje apskriti- 

<) mo S atžvilgiu. Taškas M 

f P ir yra duotųjų tiesių susi- 
N kirtimo taškas. 

5 uždavinys. Nau- 
dodamiesi tik skriestuvu, 
raskite centrą apskritimo, 
nusakyto trimis jame esan- 
čiais taškais A, B, C (pats 
apskritimas nenubrėžtas). 

Sprendimas. Tar- 
kime, kad P ir Q — apskri- 
timų (A; AB) ir (B; BA) 
susikirtimo taškai. Tiesė 
PQ yra statmena atkar- 
pai AB ir ją dalija pusiau. 

Sakykime, kad L ir M — apskritimų (B; BC) ir (C; CB) 
susikirtimo taškai. Tiesė LM yra statmena atkarpai BC ir 
ją dalija pusiau. Apskritimo (ABC) centras O yra tiesių 
PO ir LM susikirtimo taškas (4 uždavinys). 


6 uždavinys. Tiesėje, nusakytoje dviem taškais A 
ir B, nuo taško B atidėkite atkarpas BC, ir BC, lygias 
duotajai atkarpai PO. 


Sprendimas. Nubrėžkime apskritimą (B; PO). 
Sprendžiant uždavinį. pakanka rasti šio apskritimo ir tie- 
sės AB susikirtimo taškus. Nubrėžiame (tik skriestuvu) 
tiesės AB ir apskritimo (B; PO) vaizdus K, ir Kə inver- 
sijoje kurio nors apskritimo! atžvilgiu. Sakykime, C’ ir 
C’ — apskritimų K, ir Kə susikirtimo taškai Šių taškų C’, 
ir C’ vaizdai Cı ir Cz nagrinėjamojoje inversijoje ir yra 
ieškomi taškai. 


11 brėž. 


l! Norint rasti apskritimo (B, PQ) vaizdą, užtenka rasti trijų šio 
apskritimo taškų vaizdus ir pasinaudoti 5 uždavinio sprendimu, 
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7 uždavinys. Trims duotoms atkarpoms PR, MN, 
RS nubrėžkite ketvirtąją proporcingą, t. y. tokią, kad 


PO-MN=RS -XV. 


Sprendimas. 1*-P0>+MN. Brėžiame apskriti- 
mus (O; PQ) ir (O; MN); čia O —bet kuris plokštumos 
taškas. Imame apskritime (O; PQ) bet kurį tašką A ir 
randame (tik skriestuvu) tiesės OA susikirtimo su apskri- 
timu (O; MN) tašką B (imame tą tašką, kuris yra spin- 
dulyje OA). Brėžiame apskritimą (O; RS) ir imame jame 
kurį nors tašką C. Brėžiame apskritimą (ABC) (5 užda- 
vinys). Sakykime, D — antrasis šio apskritimo ir tiesės OC 
susikirtimo taškas (jis randamas tik skriestuvu). 

Tada 

0A.-0B=0C . OD 
arba 
PO -MN=RS . OD; 


OD -— ieškoma atkarpa. 

2. PQ=MN. 

Imame atkarpas PQ ir 2. MN (atkarpa 2. MN brėžia- 
ma tik skriestuvu). Raskime (tik skriestuvu) atkarpą XıYı 
tokią, kad 


PO -2MN=RS - X,Y, (l° atvejis). 


Ieškoma atkarpa xy= 7m randama tik skriestuvu (žr. 
pastabą 2 uždavinio sprendimo pabaigoje). 

8 uždavinys. Plokštumoje duoti du taškai A ir B. 
Raskite (tik skriestuvu) tokį tašką C, kad kampas ABC 
būtų lygus 90“. 

Sprendimas. Tiesėje AB atidedame (tik skriestu- 
vu) atkarpą BD=AB. Sakykime, C — kuris nors apskriti- 
mų (A; AD ir D; DA) susikirtimo taškas. Taškas C — ieš- 
komas. 

9 uždavinys. Atkarpa AB nusakyta taškais A ir B. 
Tarkime, kad n — bet kuris natūrinis skaičius. Reikia nu- 


brėžti atkarpą AB Vn. 
Sprendimas. Randame (tik skriestuvu) tokį taš- 
ką C, kad + ABC=90°. Raskime BC susikirtimo su ap- 


skritimu (B; BA) tašką P. Tada AP=AB V 2. Raskime 
(tik skriestuvu) tokį tašką D, kad % APD =90°, ir raski- 
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me tiesės PD susikirtimo su apskritimu (P; AB) tašką Q. 
Tada P0=AB-V 3ir t.t. 

Išsprendus šį uždavinį, matyti, kad ant apskritimo 
(duoto trimis jo taškais), naudojantis tik skriestuvu, gali- 
ma rasti taisyklingojo trikampio, kvadrato, taisyklingojo 
penkiakampio ir taisyklingojo šešiakampio viršūnes. 


S 6. Pavyzdžiai ir uždaviniai 


l pavyzdys. Sakykime, A’ ir B' — taškų A ir B 
vaizdai inversijoje (O, k). Atkarpos A'B" ilgį reikia išreikš- 
ti atkarpų AB, OA, OB ilgiais it skaičiumi k. Laikykime, 
kad nė vienas taškų A ir B nesutampa su tašku O. 

Sprendimas. Tarkime, kad taškai O, A ir B nėra 
vienoje tiesėje. Sakykime, kad k>0. Tada taškai A ir B 
yra atitinkamai spinduliuose OA ir OB, be to, 


O0A-0A'=0B .OB'= 


Iš čia gauname, kad 
OA’ _ OB' 
OB OA 
ir todėl trikampiai OAB ir 0A'B' yra panašūs. Iš šių tri- 
kampių panašumo gauname, kad 
A'B’ OA’ OA’. OA k 


AB OB “ OB-0A 0OA.OB' 
Iš čia 
AB 


A G GB 


Mokiniai gali patikrinti, kad ši formulė bus teisinga, ir 
kai taškai O, A, B yra vienoje tiesėje (taškai A ir B nesu- 
tampa su O). 

2 pavyzdys. Reikia įrodyti, kad apie iškilųjį ke- 
turkampį ABCD galima apibrėžti apskritimą tada ir tik 
tada, kai šio keturkampio įstrižainių sandauga lygi jo 
priešingų kraštinių sandaugų sumai (Ptolemėjaus teo- 


rema): 
AC .-BD=AB-CD+BC .AD. (1) 


Sakykime, kad apie keturkampį ABCD galima apibrėžti 
apskritimą K, ir įrodykime, kad tada galioja (1) priklau- 
somybė. 
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Imkime inversiją (A, 1). Šios inversijos atveju apskri- 
timas K pereis į tiesę K’, o taškai B, C ir D pereis į taš- 
kus B’, C’, D’, esančius šioje tiesėje; taškas C’ bus tarp 
taškų B’ ir D’ ir todėl 


BiC'4 CD = B'D!. (2) 
Pasinaudoję 1 pavyzdžio rezultatais, turime 
BC | CD _ BD 
AB-A6 t ACAD “ AB-AD“ (3) 


Iš čia išvedame priklausomybę (1). 

II. Tarkime, kad priklausomybė (1) yra teisinga. Įro- 
dykime, kad tada keturkampis 4BCD yra iškilusis ir apie 
jį galima apibrėžti apskritimą. 

Imkime inversiją (A, 1). Sakykime, kad taškų B, C, D 
vaizdai šioje inversijoje yra taškai B’, C’, D’. Iš priklau- 
somybės (1) gauname priklausomybę (3), o iš (3) ir 1 pa- 
vyzdžio rezultato gaunama priklausomybė (2). Vadinasi, 
taškai B', C’ ir D’ yra vienoje tiesėje K“, be to, taškas C’ 
yra tarp taškų B’ ir D’. Iš čia gauname, kad taškai B, C 
ir D yra viename apskritime, einančiame per tašką A. Šis 
apskritimas yra tiesės K“ vaizdas inversijoje (A, 1). Ka- 
dangi spindulys AC yra viduje kampo, kurį sudaro spin- 
duliai AB ir AD viduje, tai AC — keturkampio ABCD įstri- 
žainė. Vadinasi, šis keturkampis (esant nurodytai jo vir- 
šūnių tvarkai) yra iškilusis. 

3 pavyzdys. Į apskritimą K įbrėžtas lygiakraštis 
trikampis ABC. Sakykime, kad O — taškas, nesantis ap- 
skritime K. Reikia įrodyti, kad egzistuoja trikampis, kurio 
kraštinės OA, OB ir OC. Be to, reikia įrodyti, kad jei taš- 
kas O yra apskritime K, tai kurių nors dviejų atkarpų OA, 
OB, OC suma lygi trečiajai. 

Įrodymas. Tarkime, kad taškas O yra ne apskriti- 
me K. Išnagrinėkime inversiją (O, 1). Apskritimas K per- 
eis į apskritimą K“, o taškai A, B, C — į taškus A“, B’, C’, 
esančius apskritime K’, vadinasi, nesančius vienoje tiesėje. 
Iš I pavyzdžio turime 

sak BG OAB 
B'C'= 55.00 = GA-0B-00' 
ap  OB.CA | 
CA = Gir0B-00* 
na OC. AB 
A'B'= 37.05.00 
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ir, vadinasi, 
B'C':C'A':A'B'=0A:0B : OC, (1) 


nes BC=CA=AB. Taigi atkarpos OA, OB, OC yra pro- 
porcingos trikampio A'B'C' kraštinėms B/C', C'A’, AB", 
vadinasi, trikampis su kraštinėmis OA, OB, OC egzistuo- 
ja (jis panašus į trikampį A'B/C'). 

Sakykime, kad taškas O yra apskritime K, pavyzdžiui 
lanke BC, kuriame nėra taško A. Inversijoje (O, 1) ap- 
skritimas K pereis į tiesę K“, taškai A, B, C — į taškus A", 
B’, C’, esančius tiesėje K’, be to, taškas A“ bus tarp taš- 
kų B’ ir C’. Vadinasi, 

A'B'+A'C'=B'C", 
o kadangi priklausomybė (1) galioja ir šiuo atveju, tai 
OA=0B+0C. 


Pastaba. Teorema teisinga ir tuo atveju, kai taš- 
kas O yra bet kuris erdvės taškas. Įrodymas analogiškas. 

4 pavyzdys. Du apskritimai C, ir C>, kurių centrai 
yra taškai O, ir Oo, liečiasi iš išorės. Tiesė / liečia šiuos 
apskritimus skirtinguose taškuose atitinkamai A ir B. Rei- 
kia nubrėžti apskritimą, liečiantį du duotuosius taškus ir 
tiesę. 

Sprendimas. Išnagrinėkime inversiją (A, AB?). Ši 
inversija apskritimą C; perves į save, nes, išvedę per taš- 
ką A bet kurią tiesę, kertančią apskritimą C taškuose M 
ir M’, turime AM -AM'=AB?. Apskritimas C, pereis į tie- 
sẹ C'i, lygiagrečią tiesei I ir liečiančią apskritimą C;. Tai- 
gi, norint išspręsti uždavinį, pakanka nubrėžti apskritimą, 
liečiantį apskritimą Cə ir dvi jo lygiagrečias liestines l ir 
C',. Tokie apskritimai bus du ir juos nubrėžti nesunku. 
Tarkime, kad K, — vienas šių apskritimų, 4“, — apskriti- 
mų K“, ir C> lietimosi taškas, o B, — apskritimo K', ir 
tiesės C’ lietimosi taškas. Sakykime, 4, — antrasis tie- 
sės AA“, ir apskritimo C> susikirtimo taškas; taškas A, 
yra taško 4“, vaizdas inversijoje (A, 482). Tarkime, kad 
B, — tiesės AB, ir apskritimo C, susikirtimo taškas (skir- 
tingas nuo taško A); taškas B, yra taško B vaizdas nag- 
rinėjamoje inversijoje. Taškai A, ir B, yra ieškomo apskri- 
timo lietimosi taškai atitinkamai su apskritimais Cə ir Cı. 
Vieno ieškomų apskritimų centras P, yra tiesių O4, ir 
O,B, susikirtimo taške, o spindulys lygus PA,= PB. Ant- 
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rąjį apskritimą randame analogiškai. Uždavinys turi du 
sprendinius. 

5 pavyzdys. Du apskritimai C, ir C> kertasi taš- 
kuose A ir B. Tiesėje AB imamas taškas C, nesutampantis 
su A ir. B. Reikia nubrėžti apskritimą, einantį per tašką C 
ir liečiantį apskritimus Cı ir Cə. 

Sprendimas. Išnagrinėkime inversiją (C, 0), kur 
c=CA .CB. Ši inversija kiekvieną apskritimą Cı ir Cə per- 
ves į save, o ieškomą apskritimą — į tiesę, liečiančią ap- 
skritimus Cı ir Cə Kadangi du susikertantys apskritimai 
C, ir C> turi dvi bendras liestines K', ir K’, tai uždavinys 
turi du sprendinius. Sakykime, A', ir B'i — apskritimų Cı 
ir C> lietimosi taškai su tiese K“. Pažymėkime raide A; 
antrąjį tiesės CA“, ir apskritimo C, susikirtimo tašką, 
o B, — antrąjį tiesės CB', ir apskritimo Cə susikirtimo 
tašką. Vienas ieškomų apskritimų Kı eina per taškus C, 
A, ir B,. Antrasis apskritimas randamas analogiškai. UŽ- 
davinys turi du sprendinius. 

6 pavyzdys. Žinomi įbrėžto ir apibrėžto apie tri- 
kampį ABC apskritimų spinduliai r ir R. Reikia rasti at- 
stumą tarp jų centrų. 

Sprendimas. Jeigu inversija /(O, k) apskritimą C 
perveda į apskritimą C’, tai apskritimas C pereis į apskri- 
tima C’ ir homotetijos H | O, £) atveju; čia ø — taško O 
laipsnis apskritimo C atžvilgiu. 

Išnagrinėkime inversiją (P, r?), kur P — apskritimo, 
įbrėžto į duotąjį trikampį, centras. Šios inversijos atveju 
įbrėžto apskritimo taškai nejuda (įbrėžtas apskritimas yra 
inversijos apskritimas), Atliekant šią inversiją, duoto tri- 
kampio viršūnės pereis į trikampio, kurio viršūnės — įbrėž- 
to apskritimo ir duoto trikampio kraštinių lietimosi taškai, 
kraštinių vidurį (žr $ 3 pradžią — taško M vaizdo M’ ra- 
dimas inversijoje). Apskritimo, einančio per nurodyto tri- 
kampio kraštinių vidurį, spindulys lygus. Vadinasi, api- 


brėžtas apie trikampį ABC apskritimas, kurio spindulys 
lygus R, inversijoje (P, r?) pereis į apskritimą, kurio spin- 


dulys Ž. Pasinaudoję $ 3, 1 teoremos 2 išvada, turime: 


2 r2 r? 


iš čia d?=R?—2Rr. 
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7 pavyzdys. N ir S—du diametraliai priešingi 
apskritimo C taškai; / — tiesė, liečianti apskritimą ÇQ taš- 
ke S. Iš bet kurio taško O, esančio apskritimo C išorėje. 
bet nepriklausančio šio apskritimo liestinei taške M; išves- 
tos dvi apskritimo C liestinės OA ir OB (A ir B — lieti- 
mosi taškai). Sakykime, O“, A’ ir B“ — taškų O, A ir B 
projekcijos iš taško N į tiesę I. Reikia įrodyti, kad O' — 
atkarpos A'B“ vidurys. 

Įrodymas. Inversijos (N, NS?) atveju apskritimas C 
pereis į tiesę /, o apskritirnas K su centru O ir spinduliu 
` OA=0B (apskritimas K statmenas apskritimui C) pereis 
į apskritimą K“, statmeną tiesei l; vadinasi, apskritimo K 
centras yra tiesėje l; antra vertus, apskritimo K“ centras 
yra ir tiesėje VO, todėl apskritimo K’ centras O’ yra taš- 
ko O projekcija iš taško N į tiesę I. Taškų A ir B projek- 
cijos A" ir B’ iš taško N į tiesę l yra taškų A ir B vaizdai 
inversijos (N, NS?) atveju; kita vertus, taškai A’ ir B’ 
yra apskritime K“, vadinasi, A'B' — apskritimo K’ skers- 
muo, O“ — K" centras, todėl A'0'=0'B". 

Pastaba. Šis uždavinys apibendrinamas ir erdvės 
atvejui; sakykime, kad N ir S — du diametraliai priešingi 
sferos C taškai, o l — plokštuma, liečianti sierą C taške S. 
Tada bet kurio apskritimo K, esančio sieroje C ir neinan- 
čio per tašką N, projekcija iš taško N į plokštumą / taip 
pat yra apskritimas C’, kurio centras gaunamas, projek- 
tuojant iš taško N į plokštumą l viršūnę kūgio, liečiančio 
sferą C pagal apskritimą K Šis sferos projektavimo 
į plokštumą būdas vadinamas stereografine projekcija. 
Stereografinė projekcija naudojama, sudarant žemėlapius. 
Kadangi į ją galima žiūrėti kaip į inversiją (t.y. jei M 
ir M’ — spindulio, išeinančio iš M, susikirtimo taškai ati- 
tinkamai su sfera ir plokštuma /, tai NM < NM'=NS?), 
o inversija kampų tarp linijų nekeičia, tai stereogralinė 
projekcija duoda konforminį sieros vaizdą plokštumoje. 
Paprastai sferą didysis apskritimas, lygiagretus plokštu- 
mai I, dalija į dvi dalis ir tą pusę sieros, kurioje yra taš- 
kas S, projektuoja iš taško N į plokštumą I, o antrąją pusę 
sferos, kurioje yra taškas N, projektuoja iš taško S į plokš- 
tumą m, liečiančią sferą C taške N. Taip gaunamas sieros 
vaizdas, susidedantis iš dviejų vienodų skritulių. 

Pažymėsime, kad atvaizduoti sieros į plokštumą, išlai- 
kant ir kampus tarp linijų, ir linijų ilgius, negalima. Šis 
teiginys įrodomas diferencialinės geometrijos kurse. 


120 


8 pavyzdys!. Plokštumoje R pažymėti du skirtin- 
gi taškai O; ir Os. Duotas skaičius k Parinkta mastelio 
atkarpa m. 

Reikia rasti plokštumoje R geometrinę vietą taškų M, 
kurių atstumų iki taškų O; ir O; kvadratų skirtumas ly- 


gus k 
O,M?-— 0;M2=k. 


Sprendimas. Matome, kad jei taškas M priklau- 
so ieškomai geometrinei vietai, tai ir stačiakampė taško M 
projekcija P į tiesę O,O> taip pat priklausys šiai geomet- 
rinei vietai. 
Iš tikrųjų 
OM? = 0P? + PM?; 
OM? = OP? + PM?; 


O,P?—0,P?=0,M?— 0M? =k. 


Gauname, kad taškas P priklauso ieškomai geometri- 
nei vietai ir yra tiesėje O0. Šiai ieškomai geometrinei 
vietai priklauso visi taškai tiesės, einančios per tašką P, 
ir statmenos tiesei 0,02. 

Įrodykime, kad tiesėje O,O> egzistuoja tik vienas taš- 
kas P, tenkinantis lygybę 


O,P?— OP? =R. 
Čia įrodykime tik tą atvejį, kai k>0O (kitus atvejus 
išnagrinės mokiniai). 
Tarkime, kad tiesėje O0 egzistuoja toks taškas P, 
kad 
O,P2— OP? =R. (1) 
Kadangi k>O, tai O,P>0,P. Taigi taškas P yra spin- 
dulyje 005, kur O — atkarpos O,O> vidurio taškas. 
Iš (1) lygybės randame: 


(010+0P)2-|0P-00;2= 
=0,02+2-0,0-0P+0P2—O0P24+2-0P -00;— 002;= 
=2 . OP -(00,+00;) =20P 0,0; =k 


vadinasi, 


ir iš čia 
k 
! Šis pavyzdys siejasi su 9 ir 10 pavyzdžiais. 10 pavyzdyje duo- 


dama inversija, perkelianti du nesusikertančius apskritimus į du kon- 
centrinius. 
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ir kadangi taškas P yra spindulyje OO2, tai jo padėtį (2) 
priklausomybė nusako vienareikšmiai. 

Šiais samprotavimais įrodėme, kad jei tiesėje -0,0% yra 
taškas P, tenkinantis priklausomybę (1), tai toks taškas 
yra tik vienas (vienareikšmiškumas). Bet iš priklausomy- 
bės (2) gauname priklausomybę (1) (mūsų atlikti perdir- 
binėjimai ekvivalentiški), todėl taškas P, kurį gavome iš 
lygybės (2), tenkins ir priklausomybę (1). 

Vadinasi, ieškoma taškų geometrinė vieta yra tiesė, ei- 
nanti per tašką P ir statmena tiesei 0,02. 

9 pavyzdys. Duoti du nekoncentriniai apskritimai 
Sı ir So, kurių centrai O, ir O2, o spinduliai rı ir rə. Reikia 
rasti geometrinę vietą taškų M, kurių laipsniai apskriti- 
mų S; ir S; atžvilgiu tarpusavyje lygūs. Ši geometrinė 
vieta vadinama apskritimų S; ir Sọ radikaline ašimi. 

Taško O laipsniu atžvilgiu apskritimo S, kurio spindu- 
lys r, vadinamas skaičius 

o=dž-r?, | 
čia d — taško O atstumas iki apskritimo S centro C. 

Per tašką išveskime tiesę /, kertančią apskritimą S taš- 
kuose A ir B (taškai A ir B gali ir sutapti; šiuo atveju 
tiesė / liečia apskritimą S taške A). Parinkime tiesėje l 
kryptį. Ilgio matu laikykime atkarpą, kuria matavome at- 
stumą nuo taško iki apskritimo S centro C, o tašką O lai- 
kykime koordinačių pradžios tašku tiesėje I. Sakykime, 
kad OA ir OB — taškų A ir B koordinatės tiesėje I. San- 


dauga 0A-0B nepriklauso nei nuo kirstinės, einančios 
per tašką O, parinkimo, nei nuo teigiamos krypties joje. 
Atskiru atveju sandauga OP - 00 lygi sandaugai OA . OB, 
kur P ir Q — apskritimo S ir kirstinės OC, einančios per 
apskritimo S centrą C, susikirtimo taškai. Pagal Šalio teo- 
remą ! a L a S 
OP .-00=(O0C+CP)-(OC+C09). 
! Bet kurieins trims ašies taškams P, Q, R galioja lygybė 
PO+0R= PR, 

— = — > > > ka 
čia PQ, QR ir PR — kryptinių atkarpų PQ, QR, PR koordinatės (Salio 
teorema). 


Kryptinės atkarpos, esančios ašyje, koordinate PO vadinamas skai- 
čius, kurio modulis lygus atkarpos PO ilgiui ir kuris yra teigiamas, kai 


PÒ ir ašis turi tą pačią kryptį, ir neigiamas, kai kryptys priešingos 
(kai taškai P ir Q sutampa, tai laikoma, kad PO=0). 
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Kadangi C — atkarpos PO vidurys, tai CO=-CP, o tada 
OB . 00 = (OC + TP) (OC- CB) -00 -CP =F- A. 
Todėl taško O laipsnį o apskritimo S atžvilgiu galima 

apibrėžti kaip taškų A ir B, kuriuose apskritimą S kerta 


bet kuri koordinačių ašis su pradžia taške O, koordinačių 
sandaugą: 


c=0A.0B. 


Atskiru atveju, jeigu taškas O yra apskritimo išorėje, 
o taškai A ir B sutampa (ašis liečia apskritimą), tai 


c=0A2=042, 


t. y. taško O, esančio apskritimo S išorėje, laipsnis šio ap- 
skritimo atžvilgiu lygus liestinės, išvestos apskritimui S 
iš taško O, atkarpos OA kvadratui (A — lietimosi taš- 
kas). 

Šiuo atveju 0> 0. 

Jei taškas O yra apskritime S, tai jo laipsnis apskri- 
timo S atžvilgiu lygus nuliui, o jei taškas O yra apskri- 
timo S viduryje, tai jo laipsnis apskritimo S atžvilgiu — 
neigiamas. 

ia negalima atmesti galimybės, kad vienas apskriti- 
mų S; ir S> arba ir abu kartu deformuojasi į tašką (nuli- 
nio spindulio apskritimą). Taško O laipsniu nulinio ap- 
skritimo S atžvilgiu laikysime skaičių c= OS. Nulinio ap- 
skritimo S centru laikysime patį tašką S. 

Pereikime prie paties uždavinio sprendimo. Taško M 
laipsnius apskritimų Sı ir Sə atžvilgiu pažymėkime atitin- 
kamai o; ir oz: 

o;=MOį -rį; 


c;=MO2 =f 22 
Taškas M priklauso ieškomai geometrinei vietai tik ta- 
da, kai 0;=02, t. y. 
MO? —rį =MO3 —r2 
arba 
MO; —MO3 =r} =r}. 
Iš 8 pavyzdžio gauname, kad ieškoma geometrinė vie- 
ta bus kuri nors tiesė, statmena O,0O>. 
Jei apskritimas S; yra apskritimo S; išorėje, tai radi- 
kalinę ašį galime nubrėžti pasinaudoję bet kuria bendra 
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apskritimų Sı ir S; liestine. Sakykime, kad T, ir To — šios 
liestinės ir apskritimų S, ir Sə lietimosi taškai, o T — at- 
karpos TıTə vidurys. Taškas T yra apskritimų S; ir S; ra- 
dikalinėje ašyje, nes taško T laipsniai apskritimų Sı ir So 
atžvilgiu tarpusavyje yra lygūs (TT? =TT;3 ). Iš čia gau- 
name, kad apskritimų S; ir S2 radikalinė ašis yra tiesė, 
einanti per tašką T ir statmena tiesei 0102. 

Nagrinėjamu atveju radikalinė ašis nekerta nė vieno 
apskritimų Sı ir Sọ nes jeigu kirstų, pavyzdžiui, apskri- 
timą S, taške M, tai šio taško laipsnis apskritimo S, at- 
žvilgiu būtų lygus nuliui, tuo tarpu taško M laipsnis ap- 
skritimo S, atžvilgiu nelygus nuliui. Kadangi taškai Tı 
ir To, esantys atitinkamai apskritimuose S; ir S2, yra skir- 
tingose radikalinės ašies (einančios per atkarpos T,To vi- 
durį T) pusėse, tai apskritimai Sı ir S2 yra skirtingose jų 
radikalinės ašies pusėse. 


Klausimai 


1°. Kaip nubrėžti dviejų susikertančių apskritimų ra- 
dikalinę ašį? i 

2°. Kaip nubrėžti radikalinę ašį apskritimų, kurių pir- 
masis yra antrojo viduje? Reikia įrodyti, kad šiuo atveju 
apskritimai yra vienoje radikalinės ašies pusėje. 

10 pavyzdys. Reikia įrodyti, kad jei apskritimai S; 
ir S; neturi nė vieno bendro taško, tai egzistuoja inversija, 
kuri juos perveda į du koncentrinius apskritimus S“, ir S'2. 
Ištirti, į kurias sritis šios inversijos atveju pereina tos 
plokštumos dalys, į kurias ją dalija apskritimai S, ir Sə. 

Įrodymas. Išnagrinėkime tik tą atvejį, kada ap- 
skritimas S, yra apskritimo Sə išorėje. Nubrėžkime jų ra- 
dikalinę ašį l (12 brėž.). Sakykime, kad O — taškas, ku- 
riame radikalinė ašis kerta tiesę O,O>, einančią per ap- 
skritimų S; ir S2 centrus. Parinkime tiesėje O,O; teigia- 
mą kryptį nuo O, į O. Pažymėkime P 0; ir P2Qə apskri- 


timų S, ir S2 skersmenis, esančius ašyje OÔ», be to, tar- 
kime, kad skersmens PQ, kryptis nuo P, į Qı sutampa 


su teigiama ašies 0,0; kryptimi, skersmens P2Qə kryptis 


nuo P; į Qə priešinga ašies 0,0; krypčiai. Kadangi ap- 
skritimai S, ir S; yra skirtingose jų radikalinės ašies l pu- 
sėse, tai taškas O yra tarp taškų Qı ir Q2. Taškas O yra 
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12 brėž. 


apskritimų S, ir S2 išorėje ir yra jų radikalinėje ašyje I; 
todėl liestinių, išvestų iš taško O apskritimams S; ir S3, 
atkarpos OM; ir OM (M, ir Mə — lietimosi taškai) tarpu- 
savyje lygios: OM,=OM;> (OM? — taško O laipsnis ap- 
skritimo S, atžvilgiu, o OM — taško O laipsnis apskri- 
timo S; atžvilgiu). 

Nubrėžkime apskritimą K su centru O ir spinduliu 
OM,=OM>. Sakykime, kad A ir B — šio apskritimo ir tie- 
sės O,0; susikirtimo taškai (A pažymėkime tą tašką, ku- 
ris yra apskritimo S, viduje, o B — tą, kuris yra viduje 
apskritimo S2). 

Išnagrinėkime inversiją /= (A, 482). Kadangi apskri- 
limas K eina per inversijos centrą ir per tašką B, tai jo 
vaizdas inversijoje / atveju bus tiesė K’, einanti per taš- 
ką B ir statmena tiesei 0,02. Kadangi apskritimas K ker- 
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ta apskritimus S, ir Sə statmenai, tai tiesė K’ kirs stat- 
menai ir šių apskritimų vaizdus S“, ir S/9; taigi tiesė K“ 
eis per apskritimų S“, ir S/> centrus. Antra vertus, apskri- 
timų S“, ir S'> centrai turi likti tiesėje O,Oo, todėl apskriti- 
mų S', ir S'; centrai bus taške B, taigi apskritimai S“, ir S2 
yra koncentriniai. 

Norint nubrėžti apskritimus S/, ir Sə, reikia rasti tie- 
sių AM, ir AM; susikirtimo su tiese K’ taškus M', ir M'; 
M', ir M'> yra taškų M, ir M; vaizdai inversijoje 7. 

Apskritimų S“, ir S’2 centrai yra taške B, o spinduliai 
yra atitinkamai BM’, ir BM’. Apskritimas S’ yra- apskri- 
timo S“ viduje. 


Iš tikrųjų taškai Qı ir Q2 yra spindulyje AB ir AR < 
<AQ:<AB, todėl taškai O“, ir O/o yra taip pat spindu- 


lyje AB ir AR ">40';>AB, vadinasi BQ’ >BQ’. 
Apskritimai S“, ir S2 dalija plokštumą į tris sritis. Sa- 
kykime, kad I sritį sudaro visi taškai, esantys apskriti- 
mo S’ viduje; II sritį — visi taškai, esantys apskritimo S'; 
išorėje ir apskritimo S“, viduje (žiedas); III pažymėsime 
sritį, sudarytą visų taškų, esančių apskritimo S“, išorėje. . 
1°. Imkime bet kurį tašką, priklausantį I sričiai. Tada 
apskritimas L’, kurio centras taškas B ir spindulys BM’ 
kirs atkarpą BQ’ vidiniame jos taške M’. Kadangi taš- 


5 
kas N’ yra spindulyje AB ir AB<AN'< AO"; tai AB> 
>AN>AG35; čia N — taško N’ vaizdas inversijoje /. Taigi 
taškas N yra atkarpos QB viduje, vadinasi, ir viduje ap- 
skritimo S>. Kadangi apskritimai L’ ir S’ nesikerta ir ap- 
skritimo L’ taškas W’, esant inversijai Z atvaizduojamas 
apskritimo S; viduje (S; — vaizdas S'>), tai ir visas ap- 
skritimas L’, vadinasi, ir taškas M’ atvaizduojamas ap- 
skritimo Sə viduje. 

2°. Sakykime, kad taškas M’ yra srityje //. Tada ap- 
skritimas L’, kurio centras B ir spindulys BM“, kirs atkar- 
pa 0507, vidiniame šios atkarpos taške N': 


AB<AGO'+<AN'<AG',. 


Iš čia gauname, kad 
AB>A0;>AN>A0,, 


vadinasi, taškas M (taško N’ vaizdas inversijoje /) yra 
atkarpos 0105 viduje, t. y. apskritimų Sı ir S2 išorėje. Iš 
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čia gauname, kad apskritimo L’ vaizdas L inversijoje I 
yra apskritimų S; ir Sə išorėje, o taip pat ir taško M” vaiz- 
das M yra apskritimų S, ir S2 išorėje. 

37. Sakykime, kad M’ yra III srities taškas. Tada ap- 
skritimas L’ centru B ir spinduliu BM’ kirs spindulį AB 
tokiame taške M’, kad 


AR <AN? 


ir, vadinasi, 
AQ; >AN, 


čia N — taško N’ vaizdas inversijoje /. Kadangi taškas N 


yra spindulyje AB ir AN<A40,, tai taškas N yra apskriti- 
mo S, viduje. Apskritimo L’ vaizdas L ir taško M’ vaiz- 
das M inversijoje / taip pat yra apskritimo S, viduje. 

Teisingi ir atvirkštiniai teiginiai: bet kurio taško M, 
esančio apskritimų S, ir S2 viduje, vaizdas M’ (inversi- 
joje /) yra apskritimo S’ viduje. Bet kurio taško M, esan- 
čio apskritimų S; ir S2 išorėje, vaizdas M’ (inversijoje Z) 
yra žiedo, sudaryto apskritimų S“, ir So, viduje. Pagaliau 
bet kurio taško M, esančio apskritimo S, viduje, vaizdas M’ 
yra apskritimo S“, išorėje. Galima buvo įrodyti ir priešin- 
gybės metodu, pasinaudojant inversijos involiucine savy- 
be (/2=E), t.y. jei M’ yra taško M vaizdas inversijoje /, 
tai M’ yra taško M vaizdas toje pat inversijoje. 

ll pavyzdys. Reikia nubrėžti apskritimą, liečianti 
tris duotuosius apskritimus Sı, S2, Sa (Apolonijaus užda- 
vinys). 

Sprendimas. Išnagrinėkime tik tą atvejį, kai kiek- 
vienas apskritimų Si, Sz, Sa yra kitų dviejų išorėje. Atliki- 
me inversiją /, kuri apskritimus S, ir S; perkeltų į du kon- 
centrinius apskritimus S“, ir S’2 (žr. 10 pavyzdį). Kadangi 
apskritimas S; yra apskritimų S; ir Sə išorėje, tai inversi- 
joje Z jis pereis į apskritimą S’, esantį apskritimų S“, ir 
S'a sudaromo žiedo viduje. Sakykime, r“, ir r/» — apskri- 
timy S“, ir S/> spinduliai ir kad r,>r/9. 

Visus apskritimus, liečiančius apskritimus S“, ir S’ 
galima padalyti į dvi aibes: apskritimus su spinduliu 
172 ir apskritimus su spinduliu ae, Pirmoje aibėje 
yra keturi apskritimai, kurie liečia apskritimą S’ (du jų 
šį apskritimą liečia iš išorės, kiti du — iš vidaus). Šiuos 
keturis apskritimus K“; (i=1, 2, 3, 4) nubrėžti bus nesun- 
ku. Yra taip pat keturi antrosios aibės apskritimai C’: 
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(i=1, 2, 3, 4), liečiantys apskritimą S’. Juos nubrėžti 
taip pat nesudėtinga. Apskritimų K’; ir C’; vaizdai K; ir C; 
ir yra visi tie apskritimai, kurie liečia duotus tris apskri- 
timus Si, So, S3. Šiuo atveju uždavinys turi aštuonis 
sprendinius. 


Uždaviniai savarankiškam sprendimui 


1. Kokią gausime transformaciją, sudauginę dvi inver- 
sijas /; ir I2, turinčias bendrą centrą O? 

Atsakymas. Homotetija. 

2. Sakykime, A’, B', C’ — taškai, simetriški trikampio 
ABC viršūnėms A, B, C kurio nors plokštumos taško at- 
žvilgiu. Įrodykite, kad apskritimai (AB'C'), (BC'A'), 
(CA'B') kertasi taške, esančiame apskritime (ABC), o ap- 
skritimai (A/BC), (B'CA), (C'AB) kertasi taške, esančia- 
me apskritime (A'B'C'). j 

3. Trikampio ABC kraštinėse BC, CA ir AB duoti taš- 
kai A’, B’ ir C’. Sakykime, A1, Bı, Cı ir A2, Bo, C2 yra vaiz- 
dai taškų A, B, C homotetijose su koeficientu k ir jų cent- 
rais atitinkamai taškuose C’, A“, B’ ir B’, C’, A". Įrodykite, 
kad trikampiai 4,B,C, ir 4>B>C; turi vieną ir tą patį svo- 
rio centrą. 

4. Tarkime, kad r“ — spindulys apskritimo, liečiančio 
trikampio ABC kraštinę BC=a ir kitų dviejų kraštinių tę- 
sinius. Kokią priklausomybę turi tenkinti a ir r’, kad ap- 
skritimas su skersmeniu BC liestų apskritimą S, įbrėžtą 
į trikampį ABC? 


Atsakymas. asr. 


Nurodymas. Reikia išnagrinėti inversiją (B, BA'2), 
kur A' — apskritimo S lietimosi su kraštine BC taškas. 

5. Įrodykite, kad trikampio ABC Oilerio apskritimas 
(žr. $ 2, 1 pavyzdį) liečia įbrėžtą ir įbrėžtus į šį trikampį 
iš išorės apskritimus !. 

Nurodymas. Sakykime, kad P ir Q — įbrėžto ir, 
įbrėžto iš išorės į trikampį ABC apskritimų lietimosi taš- 
kai su kraštine BC. Tarkime, kad O — kraštinės BC vidu“ 
rio taškas. Tada OP= 00. Nagrinėjami du apskritimai lie4 


! Įbrėžtu į trikampį iš išorės apskritimu vadinamas apskritimasį 
liečiantis vieną to trikampio kraštinę ir kitų dviejų kraštinių tęsiniu 
Kiekvienam trikampiui galima nubrėžti tris tokius apskritimus. (Vertėji 
past.) 


128 


čia tris trikampio ABC kraštines. Inversija (O, OP?) ap- 
skritimą perkels į ketvirtąją jų bendrąją liestinę (skirtingą 
nuo trikampio ABC kraštinių). 

6. Duota tiesė D ir taškai F ir H, esantys vienoje jos 
pusėje ir turintys vieną ir tą pačią projekciją į D. Saky- 
kime, O — kuris nors taškas. csantis tiesėje D. Nubrėž- 
kite apskritimą, einantį per tašką F ir liečiantį OH taš- 
ke H. 

7. Nubrėžkite apskritimą, einantį per du duotus taškus 
ir liečiantį duotą apskritimą. 

8. Nubrėžkite apskritimą, liečiantį duotą: tiesę duotame 
taške ir kitą duotą apskritimą. 

9. S — apskritimo, įbrėžto į trikampį ABC, centras, 
+ — šio apskritimo spindulys, o D, E, F — jo lietimosi su 
kraštinėmis BC, CA, AB taškai. 

1°. Imkime inversiją (S, 72). Sakykime, kad A’, B“, 
C’ — taškų A, B, C vaizdai šioje inversijoje. (a), (B) ir (y) 
yra apskritimai, į kuriuos, atliekant inversiją, pereina tie- 
sės BC, CA ir AB. Raskite šių apskritimų spindulius ir 
kampus tarp jų (trikampio kampai A, B, C ir r duoti). 

2°, Įrodykite, kad taškai F, A’, E yra vienoje tiesėje 
(analogiškai F, B’, D ir D, C’, E). Žinodami A, B, C, r, 
apskaičiuokite trikampio 4A'B'C' kampus ir kraštines bei 
apskritimo (A'B'C') spindulį. 

3°. Įrodykite, kad apskritimai (A'SD), (B'SE), (C'SF) 
turi bendrą radikalinę ašį. 

4°, Įrodykite, kad apskritimo (ABC) centro O laipsniai 
apskritimų (ASD), (ESB), (CSF) atžvilgiu yra tarpusa- 
vyje lygūs. i 

10. Sakykime, kad A — bet kuris taškas, nesantis ap- 
skritime, kurio centras O. Per tašką A išvedame bet kurią 
tiesę, kertančią apskritimą S dvejuose taškuose C ir D. 
Parinkime šioje kirstinėje koordinačių sistemą, imdami 
tašką A koordinačių pradžios tašku. Sakykime, B — toks 
šios ašies taškas, kad 


AC „A 


B DB TU! 0 
(sakoma, kad taškas B yra harmoningai jungtinis taš- 
kui A taškų C ir D atžvilgiu). Reikia įrodyti, kad jei ašis 
sukasi apie tašką A, tai taškas B brėžia tiesę (ši tiesė 
vadinama taško A poliare a apskritimo S atžvilgiu). Rei- 
kia įrodyti, kad jei taškas A yra apskritimo S išorėje, tai 
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taško A poliarė a kerta apskritimą S tokiuose dvejuose 
taškuose T, ir Tə, kad AT, ir AT; yra apskritimo S liesti- 
nės. Įrodykite, kad jei taškas A yra apskritimo S viduje, 
tai jo poliarė a apskritimo S nekerta. 

Įrodykite, kad jei A’ yra taško A poliarės ir apskritimo S 
skersmens OA susikirtimo taškas, tai A’ yra taško A vaiz- 
das inversijoje apskritimo S atžvilgiu. 

Sakykime, taškas Æ yra apskritimo S išorėje. Per taš- 
ką A išveskime dvi skirtingas tieses Tegul viena jų kerta 
apskritimą S taškuose C ir D, o kita — taškuose Č, ir Dı. 
Tiesių CC, ir DD, susikirtimo tašką pažymėkime raide P, 
o tiesių CD, ir C,D — raide Q. Įrodykite, kad jei T, ir To 
yra taškai, kuriuose tiesė PQ kerta apskritimą S, tai AT, 
ir AT, — apskritimo S liestinės. 

Nurodymas. Sakykime, M — atkarpos AB vidurys. 
Iš priklausomybės (1) gauname: 


AM4+MC , AM+MD | 
CM+MB DM4+MB 


arba pertvarkius: 
MA*=MC . MD; 


vadinasi, taškas M yra apskritimo S ir nulinio apskriti- 
mo A radikalinėje ašyje. Taškas B gaunamas iš taško A, 
atliekant homotetiją (A, 2) ir t.t. 

11. A. Tarkime, kad A, A’ ir F — trys skirtingi ir esan- 
tys vienoje tiesėje taškai (tvarka nesvarbu). (C) — apskri- 
timas, kurio skersmuo AA’, o taškas O šio apskritimo cent- 
ras, (D)— taško F poliarė apskritimo (C) atžvilgiu ir I — 
AA" ir (D) susikirtimo taškas. 

Sakykime, P — kuris nors tiesės (D) taškas. Nubrėž- 
kite apskritimus (yı) ir (y2), liečiančius tiesę PF taške F 
ir, be to, liečiančius apskritimą (C) taškuose K, ir Kə. 

a) Įrodykite, kad apskritimas, kurio skersmuo PF, eina 
per taškus K, ir Ko. 

b) Sakykime, PK, ir PK> kerta apskritimus (yı) ir (y2) 
dar ir taškuose M, ir Mo. Įrodykite, kad atkarpos PM, ir 
PM; iš taško I matomos stačiu kampu. 

c) Tarkime, kad M,M; kerta (D) taške O; įrodykite, 
kad apskritimas, kurio skersmuo M,My, yra statmenas ap- 
skritimui, kurio skersmuo FQ (galima naudotis inversija 
(P, PF?) Remdamiesi šiais rezultatais, įrodykite, kad 
IF — kampo M,/M; pusiaukampinė. 
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B. Imkime kurią nors liesę (D) ir tašką F. Taško F 
projekciją tiesėje (D) pažymėkime raide /. Sakykime, kad 
M — kuris nors plokštumos taškas. Esant inversijai, su 
centru F ir bet kuriuo laipsniu y, apskritimas, kurio skers- 
muo MF, pereis į tiesę (y). Tarkime, kad V ir M' — taš- 
kų / ir M vaizdai šioje inversijoje, H — taško M projek- 
cija tiesėje (D), K’ — taško IV projekcija tiesėje (y). Įro- 
dykite, kad trikampiai HIM ir K'M'F/ yra panašūs. Įrody- 
kite, kad trikampiai FIM ir FM'I taip pat yra panašūs. 
Remdamiesi šiais rezultatais, įrodykite, kad jei santykis 
MF:MH yra pastovus (keičiantis taškui M), tai tie- 
sė (y) visą laiką liečia kurį nors pastovų apskritimą. 

C. Atvirkščiai: sakykime, kad duotas apskritimas (C), 
kurio centras O, ir taškas F. (D) — taško F poliarė (C) at- 
žvilgiu, / — F projekcija tiesėje (D). Imkime kintamąjį 
apskritimą (y), einantį per tašką F ir liečiantį (C) taš- 
ke K. 


Išnagrinėkime inversiją, turinčią centrą F, kuri apskri- 
timą (C) perkelia į save. Į ką pereis apskritimas (y)? Įro- 
dykite, kad / pereina į O. Raide H pažymėkime taško M 
projekciją tiesėje (D), kuris yra diametraliai priešingas 
apskritimo (y) taškui F. Sakykime dar, kad K’ ir M' — 
taškų K ir M vaizdai anksčiau nurodytoje inversijoje. Įro- 
dykite, kad trikampiai FMI ir FOM’ yra panašūs ir kad 
trikampiai MIH ir OM'K' taip pat yra panašūs. Įrody- 
kite, kad santykis MH : MF priklauso nuo apskritimo (y) 
parinkimo. 

Pastaba. B ir C atvejus galima nagrinėti nepri- 
klausomai nuo atvejo A. 

12. Duoti apskritimai (T) ir (T^); R ir R' — jų spin- 
duliai, d — atstumas tarp jų centrų O ir O'; (y) — apskri- 
timo (T) vaizdas inversijoje (O, R?), o (y) — (T) vaiz- 
das inversijoje (O, R?). 

1°. Apskaičiuokite apskritimų (y) ir (y) spindulius r 
ir z’ kaip funkcijas argumentų R, R’ ir d. Apskritimų (y) 
ir (y) centrus pažymėkime œ ir œ; apskaičiuokite Oo% ir 
O'u'; tiesėje OO“ teigiama kryptimi laikoma kryptis nuo 

į O. 

ba Įrodykite, kad jei RR’, tai iš r=r gausite vieną 
priklausomybių: 


d?=R?4+R'2— RR", (1) 
d?=R*+ R" + RR". (2) 
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Suformuluokite ir įrodykite atvirkštinį teiginį. Įrodyki- 
te, kad jei galioja viena nurodytų priklausomybių, tai ap- 
skritimai (T) ir (T^) kertasi. Pažymėję jų susikirtimo taš- 
ką raide A, apskaičiuokite kampą 040“. l 

3. Įrodykite, kad jei galioja (1) arba (2) lygybė, tai 
apskritimai (y) ir (y) sutampa. Šiuo atveju raskite san- 
tykj 00 : 00" ir nurodykite taško œ padėtį. 

13. Plokštumoje duotas apskritimas (S), kurio cent- 
ras O ir spindulys R. 

1°. Sakykime, M — kuris nors plokštumos taškas, 
o (D) — kuri nors tiesė, einanti per tašką M. Nubrėžkite 
apskritimus (a) ir (B), einančius per tašką M, liečiančius 
tiesę (D) ir apskritimą (S) (galima pasinaudoti inversi- 
ja, kurios centras M). Tarkime, kad A ir B — jų lietimosi 
taškai su apskritimu (S), įrodykite, kad apskritimas 
(AML) statmenas tiesei (D) ir apskritimui (S). 

29. Sakykime, kad M — apskritimo (ABM) taškas, dia- 
metraliai priešingas taškui M. Įrodykite, kad taškų M geo- 
metrinė vieta, kai tiesė (D) sukasi apie nurodytą tašką, 
yra tiesė (m). Kokia šiuo atveju bus liestinių, išvestų 
į apskritimą (ABM) taškuose A ir B, susikirtimo taškų 
geometrinė vieta? 

3°. Tarkime, kad (D) nurodyta tiesė, nutolusi nuo taš- 
ko O atstumu 0H= X, ir kad tiesės (D) taškas M nuto- 
lẹs nuo taško H atstumu HM=x. Raskite apskritimų (a) 
ir (B) spindulius kaip funkcijas R ir x. Apskaičiuokite ap- 
skritimų (a) ir (B) spindulių santykį ir jų centrų geomet- 
rinę vietą. 

14. Duoti du apskritimai: (Sı), turintis centrą O, ir 
spindulį R, ir apskritimas (S2), turintis centrą O% ir spin- 
dulį Rə. Sakykime, kurioje nors inversijoje apskritimai 
(Sı) ir (S2) pereis į apskritimus (S'i) ir (S'>). Šių ap- 
skritimų centrus pažymėkite O“, ir O'>, o spindulius R’: 
ir R'; Tarkime, kad O,0;=d ir O“ ,0'+=d'. Įrodykite, 
kad 


d'2—-R'} -R3 _ , L-R} -Rį 
RiR RıR2 s 
Patikslinkite šios lygybės dešiniosios pusės ženklą. 

15. 1°. Plokštumoje duoti apskritimai (S) ir (S), turin- 
tys centrus O ir O’ ir spindulius R ir R’. Sakykimė, C — 
centras teigiamos homotetijos, pervedančios vieną šių ap- 
skritimų į kitą. Pažymėkite p ir p“ taško C laipsnius, ati- 
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tinkamai apskritimų (S) ir (S') atžvilgiu (laikykite, kad 
pÆ0 ir p'>0); raide k pažymėkite inversijos (jos cent- 
ras C), kuri apskritimą (S) perveda į apskritimą (S'), 
laipsnį. Įrodykite, kad 
Ri 
R 
2°. Duoti trys taškai A, B ir C, esantys vienoje tiesė- 
je (C— tarp A ir B). Pažymėkite (AB), (BC) ir (CA) 
pusapskritimius su skersmenimis AB, BC ir CA, esančius 
vienoje tiesės ABC pusėje. Tarkime, kad (D)— tiesė, stat- 
mena AB taške C. Išnagrinėkite apskritimą (/) su cent- 
ru /, liečiantį (AB), (AC) ir (D). Į ką pereis apskriti- 
mas (/) inversijoje (A, AB-AC)? Į ką atsivaizduos ap- 
skritimas (/) inversijoje (B, BA -BC)? Pagal gautus re- 
zultatus nubrėžkite apskritimą (/) ir raskite jo lietimosi 
su (AB), (AC) ir (D) taškus. 

3°. Tą patį uždavinį išspręskite, imdami apskritimą 
(F), liečiantį (AB), (CB) ir (D). 

49. Pažymėkite AB=2a, AC=2x, CB=2y. Apskaičiuo- 
kite apskritimų (Z) ir (F) spindulius R, ir Rə (pasinau- 
dokite 1 punkto rezultatais). 

Kokią čia-padarysite išvadą? Kur turi būti taškas C, 
kad R, ir R; turėtų didžiausias reikšmes? Kokios šios di- 
džiausios reikšmės? 


ai. 
=i 
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